
Quantenmechanik und Gruppentheorie. 
Von H. ~ e y l  in Zfirieh. 

Mit 1 Abbfldung. (Eingegangen am 13. Oktober 1927.) 

Einleitung und Zusammenfassung.- I. Tell. Bedeutung der Representation yon 
physika]isehen GrSBen durch Hermitesche Formon. w 1. Mathematisehe Grund- 
begriffe, die Hermiteschen Formen betreffend. w Der physikalische Begriff 
des reinen Falles. w 3. Die physikalische Bedeutung der repr~sentierenden 
ttermitesehen Form. w Statistik der Gemenge . -  II. Teil: Kinematik als 
Gruppe. w 5. Ober Oruppen und ihre unit~iren Darstel]ungen. w 6. 0bertragung 
auf kontinuierliehe Grappem w 7. Ersatz der kaaonisehen Variablen dureh die 
Oruppe. Das Elektron. w 0bergang zu SchrSdingers  Welleatheorie. - -  
Ill. Teil. Das dynamische Problem. w 9. Das Gesetz tier zeitliehea Ver~nderung. 
Die Zeitgesamtheit. w Kinetisehe Energie und CouJombsche Kraft in der 

relativistisehen Quantenmeehanik. - -  Mathematiseher Anhang. 

E i n l e i t u n g  und  Z u s a m m e n f a s s u n g .  

In  der Quantenmechanik kann man zwei Fragen deutlich voneinander 

trennen: 1. Wie komme ich zu der Matrix, der H e r m l t e s c h e n  Form, 

welche eine gegebene Gr~13e in einem seiner Konst i tut ion nach bekann~en 

physikalischen System repr~sentiert'? 2. Wenn einmal die H e r m i t e s c h e  

Form gewonnen ist, was ist ihre physikalische Bedeutung, was  f~r physi- 

kalische Aussagen kann ich ihr entnehmen? Aul die zweite Frage hat 

v. N e u m a n n  in einer kfirzlich erschienenen Arbei t*  eine klare und 

weitreichende Antwor t  gegeben. Aber sie sprlcht noch nicht alles aus, 

was sich darfiber saffen l~$t, umfal]t auch nicht alle Ansatze, die bereits 

in der physikalischen Litera~ur mit Erfolg geltend gemacht worden sind. 

Ich glaube, da$ ich in dieser Hinsicht zu einem gewlssen Abschlu$ gelangt 
bin durch die Aufstellung des Begrlffs des r e i n e n  Fa l l e s** .  Ein reiner 

Fall yon A~omen z. B. liegt dann vor, wenn der betrach~ete Atomschwarm 

den hSchsten Grad yon HomogenRat besitzt, der slch realisieren l~l~t. 

Der monochromatlsche polarisierte Lichtstrahl ist ein Beispiel aus anderem 

Gebiet. Der reine Fall wird reprasentiert durch die V a r i a b l e n  der 

t t e r m i t e s c h e n  Form; die F o r m  selber gibt Aufschlul] dar~ber, welcher 

Werte die durch sie reprasentlerte GrS~e fahig ist, and m i t  w e l c h e r  

W a h r s c h e i n l i o h k e i t  o d e r  H ~ u f i g k e i ~  d i e se  W e r t e  in  i r g e n d  

* Hathematisehe Begriindung der Quantenmcchanik, Naehr. Gesellsch. d. 
Wissenseh. GSttingen 1927, S. 1. 

** Wie mir Herr v. Neumann mitteilt, ist auch er inzwischen zur Auf- 
stel]ung dieses Begriffs gelang~ [Zusatz bei der Korrektur]. 
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e i n e m  v o r l i e g e n d e n  r e i n e n F a l l  a n g e n o m m e n w e r d e n .  Aufdlese 
Theorie des reinen Falles griindet sieh erst die S t a t i s t i k  der  G e m e n g e ;  

v. N e u m a n n s  Ansatz bezog sich lediglich aaf elne bestimmte Frage in 
diesem Gebiet. 

Der II.  Teil handelt yon der tieler greifenden Frage 1. Sic h~ngt 
auis engste zusammen mit der Frage nach dem Wesen and der richtigen 
Definition der k a n o n i s e h e n  V a r i a b l e n .  Eia Vcrsueh in dieser Rich- 
tang, der das Problem erst in seiner wahren Allgemeinheit hervortreten 
lieB, i s t -con  Herrn J o r d a n  anternommen worden*. Doch enthalten 
seine Entwicklungen eine ernstliche Lficke - -  indem aas seinen 
Definitionen and Axiomen nieht hervorgeht, dull einer Fanktion f (q) der 
Lagekoordinaten q dieienige Matrix f(Q) zugeordnet ist, dig naeh dem 
glelchen Funktionsgesetz aus den q reprasentierenden Matrizen Q gebildet 

ist; gesehweige denn, daft etwas Derartiges fiir Funktionen der Lage- and  
Impa]skoordina*en geleistet wfirde. Ohne einen solchen Zusatz ist aber 
seia Schema inhaltsleer. Auflerdem ist seine Fassung des Begriffs der 

kanonischen Yarlablen mathematisch anbeiriedigend und physikallsch 
nicht haltbar. Hier glaabe ich mit Hilfe der G r n p . p e n t h e o r i e  zu einer 
tieieren Einsicht in den wahren Saehverhalt gelangt zn sein**. Der innere 
prinzlpielle Grand flit die k a n o n i s e h e  P a a r a n g  tri t t  dadareh deatlich 
hervor, die sich einstellt, wenn die zugrundc liegende Gruppe eine kon- 
tinuierliche ist; aber der Ansatz nmspannt zugleich die diskreten FAlle 
wle alas m a g n e t i s c h e  E l e k t r o n .  (Vierergruppe), wo yon einer kano- 
nischen Paarung verniinftigerweise nicht mehr die Rede sein kann. Im 
kontimfierlichen Gebiet mache ~ich gegeniiber dem differentiellen den 
�9 ~ / l n t e~ra l l en  S t a n d p u n k t  geltend, indem ich iiberall die infiniteslmale 
Grappe, an welche die Formulierung blsher sieh klammerte, durch die 
volle kontimllerliche Gruppe ersetze. Der Ubergang zu S c h r i i d i n g e r s  
Wellengleichungen l~Bt sieh dann in aller Strenge vollziehen. Als 
weiteren Erfolg meines Ansatzes mbchte ich anfiihren, dull er gestattet, 
den Funktionalausdruek einer Gr(i~e wie etwa der Energie dutch die 

* ~ber eine neue Begriindung der Quantenmechanik, ZS. f. Phys. 44), 809, 
1927; 44, 1, 1927. VgL ferner P. A. M. Dirac, Proc. Royal Soc. (A) 118, 621, 
1927, and D. Hi lber t ,  J. v. Neumann, L. Nordheim, ~ber die Gruudlagen 
der Quantenmechanik, Math. Ann. 98, I, 1927. 

** Diese Verkniipfung mit der Gruppentheorie liegt ia ganz anderer Richtung 
als die Untersuchungen yon Berrn W i gn e r, die erkennen lassen, dab die Struktur 
der Spektren nach ihrer qualitativen Seite hin durch die bestehende Symmetrie~ 
gruppe bestimmt ist (mehrere Arbeiten in der ZS. f. Phys. 40, 492 and 883; ~8, 
624, 1926/1927). 
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kanonischen Vsriablen nsch einer ein d eu t igen  Vorschrift suf die Matrizen 
zu iibertragen, nm was far Funktionen es sich such handeln mag; wahrend 
die bisherige Fassung sich ernstlich nur au[ Polynome bezog und such 
dann noch dahingestellt bleiben mul]te, ob man ein ]~[onom wie p2q im 
Matrizenkalkfil als 2*q oder qpZ oder p qp oder als eine Kombination 
von dem s]len zu interpretieren hatte. 

Die Durchfiihrung konkreter Fil le verlangt die LSsung des d y n s -  
m i sc he n  Prob lems .  Das ist wohl im Grunde die Aufgabe, unter den 
GrSl]en des Gruppengebiets diejenigen zu ermitteln, welche den gemessenen 
Ort und die gemessene Zeit bedeuten. Hier ]ieg~ ein Schema bisher nur 
fiir den Fall vor, dal] die Zeit als einzige unabhingige Verinderliche 
auftritt (Ausschlu~ der Feldtheorie) und da~ die Zeit aueh nur  a]s unab- 
hangige Variable, nicht als reale ZustandsgrSl]e vorkommt (Aussehlu~ 
der eigentlichen Relativititsmechsnik). Dennoch lit]t sieh wenigstens 
der relstivistische Ansstz der kinetischen Energie ohne weiteres in die 
Qnantenmechanik iibertragen. Ich behandle diese Dinge ira ]etzten 
Kspitel mehr zur Illustratlon der al]gemeinen The0rie. Die Analoga der 
Schr~d ingersehen  Sehwingnngsgleiehungen sind dabei keine eigent- 
lichen Differentialgleichungen, sondern an Stelle der gewShnllchen 
Di[feren~iation treten differentiati0nsartige Prozesse. 

Uber die benStlgten mathematischen Begriffe und Tatsaehen hsbe 
ich in eingeschobenen Absitzen kurz referiert. In einem A n h a n g  sind 
die wichtigsten mathematisehen Fundsmente der Theorie durch Bewelse 
gestiitzt worden. Dem physika]ischen Leser hoffe ich damjt mehr zu 
diencn als mit Hinweisen auf die mathematische Lifleratur, die ihm das 
hier Er~orderliche meist nur in Verschlingung mit anderen, ihn nicht 
interessierenden Dingen bletet. 

1. Tei l .  B e d e u t u n g  der  R e p r g s e n t s t i o n  von p h y s i k s l i s c h e n  
GrSlaen d u t c h  H e r m i t e s e h e  Formen.  

w 1. M a t h e m a t i s c h e  G r u n d b e g r i f f e ,  d i e  H e r m i t e s c h e n  
F o r m e n  be t r e f f end .  Die in der Ubersehrift angekiindigten Grnnd- 
begriffe und -tstsachen stelle ich bier in der Nomenklatur der mehr- 
dimensionalen analytisehen Geome~rie kurz zusammen. Das Abweiehende 
yon der gewShnlichen n-dimensionalen Geometrie llegt darin, dsl] die 
Komponenten der V e k t o r e n  

~ (Xl, X2, . . - ,  Xn) (1) 
1" 
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nicht nur reelle, sondern beliebige komplexe Zahlen seia ktinnen, und 
dal~ als Q u a d r a t  des B e t r a g e s  eines Vektors dementsprechend die 
, t t e r m i t e s c h e  E i n h e i t s f o r m "  

L ~ J~ ~ xl ~1 + x~ ~ + . . .  + x~ ~ (2) 

der Metrik zugrunde liegt (der Querstrich bedeutet den Ubergang zur 
koniugiert komplexen Zahl). u (1) werden in der iiblichen Weise 
mit Zahlen multipliziert und addiert. Sie bilden eine n-dimensionale 
lineare Mannigialtigkeit, den Vektorraum oder V e k t o r k t i r p e r  ~a;  d. h. 
es lassen sich auf mancherlei Art n Vektoren e~, e~, ..., e* so auswahlen, 
dal3 ieder u  ~ auf eine und nut eine Weise in der Form 

x~e~+x*e~+ .  + " *  
---~ a a "" Xn Cn 

sich darstellen lal~t. Wird z.B. e* als der Vektor r ~ (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0) 
gewahlt (1 steht an i-ter Stelle), so fallen die ,Komponenten x~ yon ~" 
in bezug au[ das Koordinatensystem (e*, e~, ..., e*)" mit dea ,,absoluten 
Komponenten" x t zusammen. Ein Koordinatensystem, in welchem das 
Quadrat des Betrages yon ~ sich durch die Komponenten x i des will- 
ktirlichen Vektors ~ mlttels der Formel (2) ausdriickt, heine normal .  
Al le  n o r m a l e n  K o o r d i n a t e n s y s t e m e  so l l en  als g l e i c h b e r e c h t i g t  
g e 1 ten ,  d as durch unseren arlthmetischen Ausgangspunkt bedingte spezielle 
Koordinatensystem (ei) soll unter ihnen seine ausgezeichnete Stellung ver- 
lieren. In Zukunft bedeutet daher auch ei ein beliebiges normales Ko- 
ordinatensystem, xi die darauf beziiglichen Komponenten des Vektors ;. 
Die Formeln fiir den Ubergang vom Koordinatensystem ei zu einem 
anderen e~- lauten allgemein: 

k i 

Die Bedingungen, welche die Koefflzienten eik erfiillen miissen, damit 
eine , u n i t a r e  T r a n s f o r m a t i o n "  vorliegt, welche zwischen zwei nor -  
ma len  Koordinatensystemen vermittelt, sind leicht aus der Definition zu 
ermitteln und entsprechen genau den aus der elementaren analytischen 
Geometrie gelaufigen. Wenn wir mit 1~ die Matrix I] e~k ]1 bezelchnen 
und der * das Transponieren einer Matrix, die Yertauschung yon Zeilen 
und Spalten bedeutet, 1 aber die die Idenfit~t darstellende Einheitsmatrlx, 
so lauten sie: 

E E * ~ - - - / ~ * E ~  1. 

Die Formeln (3) oder, wie ich ietzt lieber schrelben will: 

X" k ----. ~ e ~ k x  i (4 )  
i 
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haben bekanntlich noch eine zweite Bedeutung; sle stellen, unter Zu- 

grundelegung des ~esten normalen Koordlnateasystems der ei, eine u n i ~ r e  
A b b i l d u n g  d e s  V e k t o r r a u m e s  aut  s ieh  s e l b e r  dar, verm~ge deren 

dem Yektor ~ ~ ~ xi eider Vektor ~' ~ -  ~ x~. ei zugeordnet wird. Ieh 
bezeichne diese Abbildung kurz mit ~' ~ ~E. Dann dri~ekt sich die 

Zusammensetzung zweier Abbildungen 

~' = ~E, ~" = ~ ' E '  

naturgem~l] dureh ~' ~--- ~ (EE ' )  aus - - / ~ ,  ~ '  folgen slch yon links naeh 

rechts, wie wir zu lesen gewohnt s i n d - - ,  und man befindet sich in 
Einklang mit der iiblichen Festsetzung des Matrlzenkalkiils, nach 
welcher aus 

E = II II, z '  = II [I 

dureh Komposition die Matrix E E '  mit den Koeffizienten 

q',  

entsteht. Der geometrische Standpunkt kommt darau~ hinaus, da~ wir 
im Vektorraum nur solehe Verha]tnisse studieren, welche invarian~ sind 
gegeniiber beliebigen unitaren Abbildungen. Es ist noch bequem, neben (2) 

das s k a l a r e  P r o d u k t  ( ~ )  zweier Vektoren ~ und ~ dureh 

(V ~) : x 1 ~ + x 2 ~ + . . .  + x~ ~. 

einzuffihren. ( ~ )  ist das Konjuglerte zu (~'9). Man wird zweiVektoren 

s e n k r e c h t  aufeinander nennen, wenn ihr skalares Produkt verschwindet. 
Zwei yon 0 verschiedene Vektoren gehSren demselben S t r a h l  an, 

wenn der eine aus dem anderen dutch Multipllkation-mit einer (kom- 
plexen, yon 0 verschiedenen) Zahl hervorgeht. Ein Strahl ka.nn eln- 

deutig bezeiehnet werden dureh einen ihm angehSrenden Vektor ~ yore 
Betrage 1 (Einheitsvektor). Aber dieser ist seinerseits durch den Strahl 
nicht eindeutig bestimmt, sondern an Stelle yon ~ kann mit gleichem 
Reeht jeder Vektor ~ ; treten, der aus ihm dureh Multiplikation mit einer 
beliebigen Zahl e yore absoluten Betrage 1 hervorgeht. Das ist wesent- 

lich anders als im gew~hnliehen Raum, wo nur die Doppe]deutigkeit 
elnes Vorzeiehens ~ 1 iibrigbleibt. Fasse ieh eine unit~re Abbildung (4) 
auf nicht als Abbildung des Vektor-, sondern des StrahlenkSrpers (homo- 
gener Standpunkt), so soll sie kurz eine D r e h u n g  heil3en. E und E '  
ste]len dieselbe Drehung dar: E ~ E ' ,  wenn E '  : s_~ ist; ~ bedeutet~ 
dabei, wie im folgenden stets, einen Zahlfaktor veto Betrage 1. 
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Eine t l e r m i t e s e h e  F o r m  ist eine Funktion des willktirliehen 

Vektors ~ ~ (x~.) yon der Gesta l t*  

A (~) --~ ~ aikXi'Xk, (5)  
i, k = l  

deren Koeffizienten aik die Symmetriebedingung 

aki ---- aik oder A* ~ A (6) 

erfiillen. Mit A bezeichne ich zugleich die Koeffizientenmatrix II a~k 11 in 
dem gerade benutzten Koordinatensystem. Wieder ist es zweekm~13ig, 

damit die zugehSrige bilineare Bildung zu verkniipfen: 

A(g~O) .-~ ~ a i k x i y  k. 
i, k 

Es is{ zufolge der Symmetriebedingung 

A(~,~) = A (~, ~), 

und das ist ihre yon der Wahl  des Koordlnatensystems unabhangige 
Schreibweise. Insbesondere gilt  A (g) z A (~), d . h .  die Werte der 

l t e r m i t e s c h e n  Form sind reell; ihr Wer t  andert sich nieht, wenn der 
Argumentvektor  ~ ersetzt wird dureh ~ .  Ni t  ieder t t e r m i t e s e h e n  
Form A ist in uni te r - invar lan ter  Weise die Abbildung ~' ~ ~ A ver- 

kniipfi, welche dieselbe Koeffizientenmatrix besltzt. Die invariante Natur  
der Verkniipfung geht daraus hervor, dab die Abbildung einem Vektor ~" 

denienigen $' zuordnet~ der identisch in g die Gleichung erftillt: 

(~' ~) - =  A (~ ~). 

Die Grundtatsache fiir H e r m i t e s e h e  Formen ist der S a t z  y o n  d e r  
H a u p t a e h s e n t r a n s f o r m a t i o n :  Ein normales Koordlnatensystem e i kann 

zu A so gew~hlt werden, dal~ in ihm 

A (~) ~ gl Xl 921 -~ g2 x2 x2 ~- "'" -~ an Xn Fcn (7) 

wird. Die E i g e n w e r t e  al ,  a2, . . . ,  a n sind eindeutig dutch die 
t t e r m i t e s c h e  Form bestimm~ (natiirlich nut  his auf die Reihenfolge). 
Was  die zugehiirlgen H a u p t a c h s e n  oder E i g e n v e k t o r e n  ei betri[ft, 
so steht es mit  ihnen in Hinsicht der eindeutigen Bestimmtheit  folgender- 

mal~en. Seien etwa die Eigenwerte ai, a~, a s einander gleieh, ~ a, and 
yon den iibrigen verschieden. ])ann gehSrt zum Eigenwert  a der yon 
den Grundvektoren el, %, % aufgespannte dreidimensionale Eigenraum ~ (a), 
der aus alien Vektoren ~' yon der Gestal t  x I e 1 -t- x~ % 4- x s % besteht; in 
ibm ist (e~, %, %) ein normales Koordinatensystem. Die zu den 

* Formen and  ~a t r i~en  werden s tets  mit groflen la te inischen Buchs taben  

bezeichnet .  
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n u m e r i s c h  v e r s c h i e d e n e n  Eigenwerten a', a", . . .  gehSrigen Teil- 
raume ~(a ') ,  ~(a") ,  ..., die gegenseitig auIeinander senkrecht stehen, 
sind durch A eindeutig determlniert; in iedem yon ihnen kann aber das 
normale Koordinatensystem wil]kiirlich gew.ahlt werden. Das letzte 
bedeutet in dem angenommenen Beispiel, da~ xl, x v x s unterelnander noch 
einer belieblgen unitaren Transformation unterworfen werden kSnnen~ 
ohne dail die Normalform (7) zerstSrt wird. 

Zwei Herml t e sche  Formen A, B lassen sich dann and nur dana 
s i m u l t a n  auf Hauptaehsen transformieren, wenn die" Koeffizienten- 
matrizes vertauschbar sind: A B  ~ B A .  Ein entsprechender Satz gilt 
fiir mehr als zwei Hermi te sche  Formen, ja ffir irgend eine endliche oder 
unendliche Gesamtheit soleher Formen. 

w Der  p h y s i k a l i s c h e  B e g r l f f  des r e i n en  Fa l l es .  Ich 
exemplifizlere am Beispiel des magnetischen Elektrons, weft bier sehr 
einfache, abet vom klassischen Standpunkt paradoxe u vor- 
llegen. Nach der Annahme yon G o u d s m i t  and U h l e n b e e k ,  die sich 
seither bestens bew~hrt hat, mall man dem Elektron ein eigenes I m p u l s -  
m o m e n t  zusehreiben, dessen Komponente az in einer heHebigen Richtung, 
etwa der x-Richtung, nur der beiden Werte + 1 and - -  1 f~hlg ist, wenn 
h/4zc  als Einheit zugrunde gelegt wird. Man kann sich vorstellen, dal] aus 
einem gegebenen Elektronenstrom, dureh ein Verfahren analog dem be- 
kannten S t e r n - G e r l a c h s e h e n  Experiment zum l~achweis der Riehtungs- 
quantelung bei Atomen, der Sehwarm derjenige n Elektronen ausgesonder~ 
wird, ~fir welehe az den Weft + 1 hat. Die Elektronen dieses Schwarms ~z 
m~gen keine StSrung erfahren, so da~ far sie alle dauernd mit Sicher- 
heir ax. den Wer~ + 1 besitzt. In einem solchea Elektronensehwarm 
haben wit (wenn wir noch yon Oft and Geschwindigkeit der Elek- 
tronen abstrahieren) einen , r e i n e n  F a l l "  vor uns: er ist yon einer 
inneren Homogenit~t, die prinzipiell nicht mehr gesteigert werden kann. 
Denn alle physikalischen Fragen, welche sich sinnvoll mit Bezug auf ihn 
stellen lassen, linden eine yon v o r n h e r e i n  a n g e b b a r e  n u m e r i s c h  
b e s t i m m t e  Antwort. Solche Fragen sind allein die fo]genden: Ist r 
irgend eine Riehtung, mit weleher Wahrscheinliehkeit hat f[ir eln E]ek- 
tron des | die GrSl]e 6r den Wert + 1 oder - - 1 ?  Die 
numerisch bestimmte Antwort lautet: Wenn @ der Winkel ist, den die 
r- mit der x-Riehtung bildet, so sind die beiden Wahrscheinlichkeiten bzw. 

2 ~ 
= cos -~- and = sin 2 @. 

- 2 
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Die Wahrsoheinlichkeit ist als Haufigkeit im Elektronenschwarm zu ver- 
stehen; sie wiirde sieh, wenn mit dem Schwarm das Aussonderungs- 
experiment in der r-Richtung vorgenommen wiirde, in dem St~rke- 
verh~ltnis der beiden Teilstrahlen bekunden*. Batten wit am Anfang start 

der x- eine andere, die x'-Richtung zugrunde gelegt, so hatten wir einen 
anderen reinen Fall, den Elektronenschwarm ~x'  bekommen. In ihm 

hat ~, mit der Wahrscheinllchkeit eos~-~ den Wef t  ~- 1, mit der Wahr- 

scheinlichkelt sin 2 -~ den Wert  - -  1, wenn ---~ , ~  (r, x') ist; insbesondere 

hat 6x, mit Sieherheit den Wert  ~- 1. Dieser reine Fall ist yon dem 
ersten v e r s ehie  d e n, well die gleiehen physikalischen Fragen bier an dere 
numerisehe Antworten Hnden. Es gibt so viele verschledene reine Falle, 

wie es verschiedene Riehtungen x gibt. Wir kfnnen aus solchen reinen 
Str0men ~ ,  ~ , ,  ... M i s e h u n g e n  in irgend einem Verhiiltnis herstellen. 
Die Haufigkeit, mit welcher in einem solchen Mischstrom ein ar ~ ~- 1 

o d o r -  1 ist, h~ngt von dem Misehungsverhaltnis ab. Wit  sind bier 

umgekehrt darauf angewiesen, aus den experimentell beobachteten H~ufig- 
keiten Schliisse auf die Konstitution des Mischstromes zu ziehen. Der 
Untersehied zwisehen reinem Fall und ~Iischung, den ich hier aufstelle, 
ist analog zu den biologisehen Begriffen der ,reinen Linie" (innerhalb 
der reinen Linie gelten die Mendelschen Vererbungsgesetze) und der 
,Population" (auf welche sich die Gesetze von G a l t o n  bezogen), l=[ier 
wie dort ist es elne wiehtige Aufgabe der Experimentierkunst, reine 
Linien zu isolieren. Die Unterscheidung: Theorie der reinen F~lle 

einerseits, Statistik der Gemenge andererselts, schelnt mir fundamental fiir 

die riehtige Erfassung des Sinnes der Quantenmeehanik. 
An dem Tatbestand, die Elektronensehwarme be~reffend, wie er 

bisher besehrieben wurde, ist nichts Paradoxes. Start yore Schwarm 
spreche ich in Zukunft Vom einzelnen Elektron und demgemKl] vonWahr-  
seheinlichkeit start yon }t~uf~gkeit. Etwas Paradoxes liegt erst in der 
Aussage, dal~ ~z die Komponente eines gewlssen u des Impuls- 
momentes, in bezug auf die x-Richtung ist. Denn dies invoNiert doeh, 
wenn wil- eln reehtwlnkliges Koordinatensystem x . y z  ira Raume ein= 

* 0bwohl also ~ noch wieder zerlegt werden kann, sind doch die so ent- 
stehenden Teilstrahlen nicht homogener als G~ selbst. Das is~ genau wie bei 
einem Lichtstrahl, der durch zwei gegeneinander verdrehte :Nicols hindurch- 
gegangen ist: er ist yon derselben Besehaffenhei~ wie Lieht, das nut dureh den 
~weiten l~ieol hindurchging. 
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fiihren und die willkiirliche Richtung r die Richtungskosinus a, b, c hat, 

die Gleichung 
~r ~ a ~z ~- b ~y Jr- c ~z. (8) 

Wie vertritgt sich das mlt dem Umstand, dal3 Cr so gut wie ~ ,  ~u, ~z nur 
der Werte -~-1 [~hlg ist'? Aber in einem vorliegenden reinen Fall haben 

die hier auitretenden GrSl~en fiberhaupt keine mit Sicherheit angebbaren 
Werte, so dal~ zuni~chst der Sinn der Gleichung (8), wenn er in der 
tiblichen Weise auf die W e r t e  der physikalisehen Griil3en bezogen werden 
soll, ganz im Leeren h~ngt. Sie wird einen Inhalt erst gewinnen, wenn 
wlr die physikalisehen Grilfien dureh solche mathematisehe Entit~ten 

darstellen, welche Mu]tiplikation mit reellen Zahlen und Addition unter- 
einander zulassen. - -  Und was soll es zweitens heil3en, dal] dieser Vektor 

mit den Komponenten ~ ,  6y, 6z ,Impulsmoment" ist? Damit wird 

of[enbar ein bestimmtes u dieser GrSl3en gegeniiber elnem das 

Elektron einbettenden ~[agnetfeld (H~, Hy, Hz) ausgesagt. Wenn wit 
uns das 'Elektron ganz naiv als ein rotierendes Kiigelchen vorstellen~ in 
welchem das u yon Ladungs- und Massendichte iiberall konstant 

ist, so ergibt sieh in der H a m i l t o n s e h e n  Energiefunktion die Halite 
des Terms 

(Hz 6x + Hy 6y ~- Hz 6z), (9) 

eh 
- -  das B o h r s e h e  Magneton ist (e Ladung dessert Faktor ~ 4 zt m c 

m Masse des Elek~rons, c Lichtgeschwindigkeit). Der spektroskopisehe 
Erfolg der Annahme yon G oud s m i t  und U h l e n b e e k  beruht bekanntlich 
darauf, dal] fiir das Elektron der Ausdruek (9) ohne den Faktor 1/2 als 

giiltig betraehtet wird. Wieder ist es niitig, den Sinn eines Rechen- 
ausdrucks wie (9) zu verstehen, der die Addierbarkeit der Gr~il3en 

voraussetzt; dariiber hinaus mul~ aber erkannt werden, in weleher Weise 
die H a m i l t  onsehe Energiefunktion das dynamische Geschehen bestimmt. 

w  Die  p h y s i k a l i s c h e  B e d e u t u n g  der  r e p r ~ s e n t i e r e n d e n  
H e r m i t e s c h e n  Form.  Der Kalkiil der Hermi t e sehen  Formen ent- 
spricht in rechnerischer Hinsicht allen Anforderungen, welche sieh aus 
dem eben entwicke]ten Programm ergeben. J e d e  p h y s l k a l i s e h e  Griil]e 
w l r d  r e p r i i s e n t i e r t  d u r c h  e ine  H e r m i t e s c h e  F o r m ,  a l l e  p h y s i -  
k a l i s c h e n  Gr i i$en  an d e m s e l b e n  S y s t e m  d u r e h  H e r m i t e s e h e  
F o r m e n  der  g l e i e h e n  V a r i a b l e n  x~. Es ist der schwierigere Teil 
der Physik, die Regeln ausfindig zu machen, nach denen man zu einer 
physikalisehen Gri~i3e die reprasentierende Form und ihre Matrix finder. 
Hier soll zunaehst nur davon die Rede sein, was dlese Matrix physikaliseh 
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bedeutet. Ich nehme dabei die Dimensionszahl n des Vektorraums, die 

Zahl der u xi endlieh, obschon sie ia den meisten Fallen un- 
endlich grofl ist. Alles Gesagte l~flt sich aber analogiseh auf den un- 

endlich dlmensionalen Vektorraum iibertragen. Im oben besprochenen 
Beispiel des Elektrons ist, wie sich zeigen wird, n ----- 2. 

D e r  e i n z e l n e  r e ine  F a l l  w i r d  d u r c h  e inen  V e k t o r  ~ ve to  
B e t r a g e  1 in u n s e r e m  n - d i m e n s l o n a l e n  V e k t o r r a u m  g e g e b e n ,  
die einzelne physikalische Griii~e ~ wird reprasentiert durch eine 
H e r m i t e s c h e  Form A in diesem Raume. Mittels Einfiihrung eines 

geeigneten normalen Koordinatensystems el, e2, " ", en bringe man A ($) 

auf tlauptachsen: 

A (~) ~ a I x 1 'Xl -~- ag. 262 x~ + "'" Jv an xn xn 

(~ = -  Xl el .3f_ X] e 2 + " '"  -J-- X,~ e~t ). (10) 

Die  E i g e n w e r t e  a~, a~, ..., an b e d e u t e n  d i e W e r t e ,  d e r e n  die 

p h y s i k a l i s e h e  G r 0 ~ e a  i i be rhaup~  f a h i g  is t ;  die Z a h l e n  Ix1] ~, 

[xg[*, ..., ]x,,[~' b e d e u t e n  die W a h r s c h e i n l i e h k e i t e n  W(~), m i t  

d e n e n  in dem r e i n e n  F a l l  ; d i e se  W e r t e  a n g e n o m m e n  werden .  
Ihre Summe ist = 1, well ; ein Vektor veto Betrage 1 ist. Der zweite 

Tell der Aussage erfordert noch eine gewisse prazisierung ftir den Fall, 

dai~ mehrere Eigenwerte gleich sind. Sei etwa wieder a~ ~ a 2 ~ a s ~ a 
yon den iibrigen Eigenwerten verschieden; dann gehtirt zu dem Eigen- 

wert a der dreidimensionale Eigenraum ~R (a), der dureh die Vektoren e~, 
e,, ea aufgespannt wird. Die Wahrscheinlichkeit, mit weleher die physi- 
kalische Grtille a in dem reinen Fa]l ~ den Weft  a annimmt, ist dann 

~--- [x~ ]2 _~ Ix 2 [~ ~_ Ix 3 ]~, d. i. gleich dem Quadrat des Betrages der senk- 
reehten Pro]ektion des Vektors ; auf den Eigenraum ~(a) .  Es ist 
wesentlich zu bemerken, dal] mit den Eigenraumen auch die in ihnen 

liegenden Projektionen des gegebenen u ~ durch die Form A ein-  
d e u t i g  bestimmt sind. Gemal~ den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die 
Werte a i  angenommen werden, ist der Wer~ A(;)  der t I e rmi t e schen  

Form selber der ~[ittelwert der Grille "er im reinen Fall ~. 

Da alle Aussagen iiber den relnen Fall ~ numeriseh ungeandert 
bleiben, wenn ; durch e ; ersetzt wird, darf zwisehen ihnen nieht unter- 

sehieden werden. D e m  r e i n e n  F a l l  e n t s p r i c h t  a l so  n i e h t  e i g e n t -  
l i c h  der  V e k t o r ,  s o n d e r n  der  S i r a h l ;  wir haben nieht im u 
sondern im Strahlktirper zu operieren. Dieser Umstand wird ers~ im 

zweiten Tell seine fundamentale Bedeutung enthiillen. 
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Es Jst klar, dab man Hermi tesche  Formen addleren und dal] man 

sic mlt reellen Zahlen multiplizieren kann, ohne dadurch aus ihrem Be- 

reich herauszutreten. Die kalkulatorischen Anforderungen, die wit am 

SchluS van w 2 erhoben, sind erfi~11t. 

Wenn die Werte, deren die physikalische Gr~Se ~ fahig ist, sehr 

dieht liegen oder gar elne kontinuierliche Skale bilden, wird man nicht 

fragen nach der Wahrscheinlichkeit, mit welcher sic einen bestimmten 

Weft annimmt, sondern mit der sie in ein bestimmtes Wer t in~erva I1  

a < cr < a' hineinfallt. Nach unserer Anweisung haben wir dann im 

Hauptaehsensystem diejenigen Eigenvektoren ei aufzusuchen, deren zu- 

gehSrige Eigenwerte ai in jenes Intervall hineinfallen; sic spannen den 

Teilraum ~a' auf. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die auf diesen 

Tell der Indizes i sich erstreekende Summe 

2 X i X i  (• ~ a i <~ a'), (11) 
i 

tier quadrierte Betrag der senkrechten Projektion des den reinen Fall 

darstellenden Vekfors ~" auf den Teilraum ~a'. Die Formen (11) sind 

es, welehe v. N e u m a n n  a. a. O. als , ,E inze l formen"  E~a ' einf[ihrte. 

Liegen mehrere @rSllen a, fl, . . .  vor, deren zugehSrige H e r m i t e -  

sehe Formen v e r t a u s c h b a r e  Koeffizientenmatrlzes besitzen, so lassen 

sic sich alle simultan durch Einfiihrung eines geelgneten normalen 

Koordinatensystems ei auf Hauptaehsen transformieren. Die korrespon- 

dierenden Eigenwerte zu ei mSgen ai, hi, . . .  heil3en. ~ ~ ei stellt einen 
relnen Fail vor, in welchem jede der betraehteten GrSBen mit Sieherheit 

einen bestimmten Wert hat, namlieh c~ den Wert ai, ~ den Wert b~ usw. 

Die klassische Physik nlmmt an, da~ es sich fiir ~lle GrSl~en so ~erh~lt, 

und sic last aur die reinen F~t]le e~, r . . . ,  %, die besonders aus- 

gezeichnet sind und in denen alle Gr~l]en einen bestimmten Wert haben, 

als reine Falle zu und fal]t die anderen bereits als Gernenge yon ihnen 

auf. Sobald aber zwei physikalische GrSBen au[treten, deren ~[atrizes 

nieht vertausehbar sind, entfallt diese MSglichkeit: In einem reinen 

Falle, in welchem die erste Grsl3e einen nait Sicherheit angebbaren Wert 

hat, bestehen fttr die Werte der zweiten GrSl3e nur Wahrseheinlichkeiten. 
Das ist in Einklang mit H e i s e n b e r g s  Anschauungen, wie er sie kiirz- 

lich in dieser Zeitschrift (43, 172, 1927) entwickelte. 

Im Beisp ie l  des E l e k t r o n s  ist n ~ 2, weil ]ede Grt~ge nur 
zweier Werte f~thig ist. Unter Verwendung eines bestimmten normalen 
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Koordinatensystems e v e s lauten die den Gr(il~en 6~, 6~, 6z entsprechenden 
Matrizen * 

1 0 0 1 0 i 
Sz = 0 - - 1  ' Sv = 1 0 ' Sz = - -  i 0 ' (12) 

oder als H e r m i t e s c h e  Formen geschrieben: 

X l X  1 - -  X2XS, XlX 2 + XSX 1, i ( X l ~  2 - -  X2~1) .  

Jede yon ihnen, ja auch das zu einer beliebigen anderen Richtung r mit  
den Richtungskosinus a, b, c (a s + b s + c 2 = 1) gehiirige 

Sr ---- a S x  + b S  u + cS~ = a, b + ic  (13) 
b - - i e ,  - -  a 

hat  die Eigenwerte __~ 1. Der reine Fall, bei welchem 6~ mit  Sicherheit  

den Wer t  + 1 hat, ist  (lurch den Vektor e 1 gegeben. Im reinen Fall  
= (xl, xs) sind die Wahrseheinlichkeiten fiir a~ = ~ 1 bzw. gleleh 

!x  1 ]9, lx  s Is. Wir  suchen eine Richtung r auf, deren zugehSriges 6~ in 
diesem Falle mit  Sicherheit den Wer t  + 1 hat, d .h .  fiir welche der 

u  (xl, x~) in die zum Eigenwert  + 1 gehSrige Hauptaehse yon 

Sr f'Ml~ : 
ax~ + (b + i c ) x s  = % 

(b - -  i c )  x~ - -  a x~ = x v 
Daraus ergibt sich 

xi :x2- . - - :  b + i c : l - - a - - - - -  1 - ~ a : b - - i c .  

a ist der Kosinus des Winkels  @ zwisehen der r -  und der x-Ricktung.  

Wir  finden 

] x ~ l S : t x 2 I  s = b 2 + c ~ : ( 1 - a )  2 = 1 - -  a2 : ( 1 - -  a) s, 

- -  1 + a :  1 - - a  = c o s 2 - ~  - -  : S i n  -~- �9 

w 4. S t a t i s t i k  d e r  G e m e n g e .  Liegt  ein Gemenge vor, in welehem 
der reine Fal l  ~ mit  der relativen Sti~rke v~ vertreten ist, ~ v ~  ~ 1, so 
ermitteln sieh die in ihm stattfindenden Wahrscheinliehkeiten W offenbar 
dutch Summation fiber die den einzelnen relnen Fallen ~" zugeh~irigen 

Wahrseheinlichkeiten W(~) in der Form 

w : : ~  ~w(~).  

Darin liegt keinerlei neuer Ansatz. Wenn das Gemenge ein ganzes 
Kontinuum reiner Falle enth~lt, verwandela sich die Summen in In-  

tegrale. 

�9 W. Pau l i  jr., Zur Quantenmechunik des magnetischen Elektrons, ZS. f. 
Phys. 48, 601, 1927; P. Jo rdan ,  ebenda 44, 21ft., 1927. 
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Wenn wir nur wissen, w e l e h e  reinen F~lle ~ in einem Gemenge 

ver~reten sind - -  sie werden ein gewisses Gebiet @ des Strahlenktirpers 
ausffillen - - ,  werden wir der Statistik die Annahme zugrunde legen, dal~ 

innerhalb @ a l l e  ; glelchberechGgt sind. Diese Annahme ist mtiglich 
and h~t einen klaren Sinn, well der ; -Raum als metriseher l~aum ein 

I 

natiirliches Volumenmal] tr~gt. Solehe Gemenge entstehen namentlich 
dutch StSrungen, z.B. durch die Wiirmebewegung und die Zusammensti~$e 
der Partlkeln, auf welche slch die WahrseLeinlichkeitsfeststellungen be- 

zlehen. Zun~chst ist bel M i t t e l u n g  f iber  den g a n z e n  S t r a h l e n -  

k ( i r pe r  
1 

n 

Die Klammer ( )  bezeiehnet den MitCeiwert. Danaeh ist der Mittelwert 

der durch die Form (5) dargestellten GrSl]e ce, wenn fiber die auf- 
tretenden reinen Falle gar nlchts bekannt ist, 

1 

= n (a~ + a~ +. . .  + a~). 
Die Summe der Glieder in der ~[auptdiagonale, die Spu r  der H e r m i t e -  
schen Form, stellt sich fibrigens dadureh als eine Invariante gegenfiber 

unitaren Transformationen heraus. 

Eta weiteres Problem dieser Art  ist das folgende: a und /~ seien 
zwei bzw. durch A und B reprasentierte Griil~en. Ich fiihre die beiden 

aus den Eigenvektoren e t u n d  e* yon A bzw. B bestehenden normalen 
Koordinatensysteme ein : 

A(~.)= ~ x ~ ,  B ( ~ ) =  ~ , , 4 ~ *  (~ = ~ - =  ~x~e*) ,  
i i 

und die unit~re Transformation, welche zwischen ihnen vermittelt: 

x~ = ~ t i k x  i. 
i 

Es set bekannb, da$ die GrSfle u sicher in den Grenzen a < ~ < a' 
liegt; gefragt ist nach der Wahrscheinllehkeit W, mit welcher die 

Gr~i3e /~ in den Grenzen b ~ /~ < b' liegt. Von den Eigenwerten 

der Form A mSgen e~wa a v a~ , . . . ,  ae dem Intervall a, a' angehSren, 
w~hrend hi, bu, . . . ,  b, die Eigenwerte der Form B sind, welehe sich 
zwischen b und b' linden. Dadurch, dal] wit wissen, a lieg~ mit Sicher- 
heir zwischen a und a', ist es ausgesehlossen, da$ g einen yon a~, a2, . . . ,  a e 

verschiedenen Eigenwer~ annimmt; die damlt vertragllchen relnen 
FMle sind dieienigen , ~fir welche xr = ... = x~ = 0 ist, sie gehSren 
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dem yon el, r . . . ,  % aufgespannten Teilraum ~a '  an. Der ins Quadra~ 

erhobene Betrag der senkrechten Projektion eines beliebigen Vektors ~" 
auf dlesen Teilraum ist gegeben durch die Einzelform 

Ea' : $iZi = ~ e i k x i x  k. (14) 

Die Wahrscheinlichkeit, mit der in einem reinen Fall  ~ die Gr~l]e 

einen der Werte b v b~ . . . .  , bo annimmt, is~: andererseits gegeben dureh 

die Einzelform 

b r 

i = 1  i , / r  S = l  

b r 
Nach unserer Anweisung hat man in Fb alle Variablen xi aul3er dea 

gleich Null zu setzen und dann fiber den Teilraum ~R a' ersten 0 Z U  

mitteln. Dabei ist 

<x~xk> ----- { 1/0 (ffir i = /o < e) 
0 (ffir alle anderen Paare i, k) 

oder 
1 

(xix~) = - - e k i  (i, k = 1, 2, . . . ,  n). 
Q 

So kommt 

1 , .  

(~ r = l  @ ~,k=l 0 r = l  s= l  

Halt  man das Intervall  aa' lest und will nur die r e l a t i v e n W a h r s e h e i n -  

]ichkeiten miteinander vergleichen, die verschiedenen Iatervallen b b' enf- 

1 
spreehen, so kann man den konstanten Faktor  -- weglassen. Die Summe 

rechts is~ die Spur yon E a ' F  b'. Well  einer H e r m i t e s c h e n  Form die 

Abbildung 1nit derselben Koeffizientenmatrix unit~r-invariant assoziiert 

ist, hat  neben der Spurbildung auch die Zusammensetzung der Matrizea 

yon H e r m i t e s c h e n  Formen einen invarianten Sinn. Intolgedessen ge- 

nfigt es, die Einzelformen E a', F~' in i r g e n d  e i n e m  normalen Koordi- 

natensystem zu kennen, um daraus die gesuchten relativen Wahrsehein- 

lichkeiten vermittelst der Formel 

a I b r 
W =  Spur (E  a ..F b) 

zu tinden. Diese Art  yon Fragen fiber Gemenge zieht v. N e u m a n n  
a. a. 0. allein in Betraeht. Sein Schhi~resultat ist mit unserem nattirlieh 

inhaltlich identisch, aber seine Formel ist komplizierter. In  der ganzen 
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Betraehtung kann ~ durch mehrerc GriiSen ersetzt werden, die slmultan 
beobaehtbar sind, der'en Hermi t e sche  Formen sich also simultan anf 

Hauptachsen bringen lassen, desgleichen ft. 
Erst bei solchen Fragen fiber Gemenge spielt die Statistik eine 

Rolle, welche ,,relativ ist au[ unsere Kenntnls und Unkenntnis", wle 
L a p l a c e  sagt, oder atff StSrungen, die man nicht im einzelnen verfolgen 
will, obwohl sie sich, wenigstens prinzipiell, verfolgen ]ieSen. Die Wahr- 
schein]ichkeit, yon tier in den reinen Fallen die Rede ist, hat hingegen 
eine vfllig obiektive Bedeutung, die nichts mit StSrungen zu tun hat, 
und wird durch strenge Naturgesetze regiert. 

II. Tei l .  K i n e m a t i k  als Gruppe .  

w  Ube r  G r u p p e n u n d  ih re  u n l t a r e n  D a r s t e l l u n g e n .  Fiir 
die u n i t a r e n  A b b i l d u n g e n  gilt ein analoges Theorem, wie das yon 
der H a u p t a c h s e n t r a n s f o r m a t i o n  der Herml tesehen  Formen: Zu 
einer gegebenen unit~ren Abbildung last sigh ein solches normales 
Koordlnatensystem e~ linden, in welchem die Abbildung dureh die Glei- 
chungen 

t 

xk ~ ekxk  (15) 

wiedergegeben wird. Die E i g e n w e r t e  e k sind Zahlen vom absoluten 
Betrag 1, ihre 1)hasen 9~k, ek ~ ei(pk, hei~en die D r e h w i n k e l  der uni- 
taren Abbildung. Analoge Bemerkungen, wie fiir die Hauptachsentrans- 
formation der t I e rml teschen  Formen, grei~en Plutz betre[[s der Eiu- 
deutigkeit, mit welcher Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt sind, 
sowie betreffs der slmultanen Uberfiihrung mehrerer unitarer Abbildungen 
in die Normalform (15). 

Aus elner G r u p p e  un i~a re r  A b b i l d u n g e n  abstrahiert man das 
G r u p p e n s c h e m a ,  indem man die Abbildungen zu Elementen gleich- 
gtiltiger Beschaffenhei~ degradiert und nut ant die Art ihrer Zusammen- 
setzung achtet. Die abstrakte Gruppe ist also ein System yon Elementen, 
innerhalb dessen durch ,Komposition" aus zwei Elementen a, b in be- 
stimmter Reihenfo]ge ein Element a b des. Systems entspringt; in soleher 
Weise, da$ 

1. alas assoziafive Gesetz gilt: ( a b ) c  ~ a ( b c ) ;  

2. ein ,,Einheitselement" 1 existiert, das die Gleichung 1 s = sl 
s fiir ]edes Element s der Gruppe erffillt; und daS 

3. zu jedem Element a eln inverses a -1  vorhanden ist mlt der 
Eigenseha[t a a - ~  ~ a - l a  ~ 1. 
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Die Gruppe der unlt~ren Abbildungen ersehein~ dann als sine Verwirk- 
liehung oder D a r s t e l l u n g  der abstrakten Gruppe, welehe dadureh zu- 
stande kommt, da~ jedem Gruppenelemen~ s eine unit~re Abblldung U(s) 
in soleher Weise zugeordne~ ist, daft a21gemein 

U(s) U(t) = U(s 0 (16) 

gilt [es folgt daraus sofor~ U(1) ~ 1]:. Da das Gruppenschema aus der 
Darstellung abstrahiert wurde, ist die Darstellung g e t r e u ,  d.h.  ver- 
schiedenen Elementen entspreehen verschiedene Abbildungen U, oder, 
was dasselbe besagt, U(s) ist ~ 1 nur far s ~ 1. Die Gruppe der uni- 
t~ren Abbildungen ist r e d u z i b e l ,  wean in dem Vektorraum ~ ,  in 
welchem slch die unit~ren Abbildung~.n abspielen, sin linearer Unter- 
raum ~ exlstlert mlt einer Dimenslonszahl m > 0, aber ~ n, tier 
gegentiber allen U(s) invariant ist. Die Vektoren, welehe zu allen in 
~ gelegenen senkreeht sind, bilden einen linearen Unterraum ~ n - m ;  
und es ist ~n ~ ~ ~ ~6~-m in dem Sinne, daI] sieh jeder Vektor auf 
sine und nur elne Weiss in zwel Komponenten spalten l~llt, yon denen 
die erste ~ ,  die zweite ~ n - m  angeh~rt. WeiI die U(s) unit~re Trans- 
formationen sind, lassen sie aul~er ~m auch ~ n - m  invaxiant: Die Dar- 
stellung ze r f f i l l t  in sine m-dimensionale und sine ( n ~  m)-dimensionale. 
W~hlt man da~ normale Koordinatensystem e i so, dal~ die ersten m Grund- 
vektoren den Raum ~m aufspannen, die letzten n -  m aber den Raum 
~{n-~n, so kommt dieser ZerfaU an den Koeffizientenmatrizen U(s) un- 
mittelbar zum Ausdruck. Man kann sich danaeh auf die Aufsuchung 
der i r r e d u z i b l e n  D a r s t e l l u n g e n  beschranken. Fiir irreduzible Dar: 
stellungen gilt der wiehtige Satz: Ist die unlt~re Matrix A mit allen 
U(s) vertausehbar: A U ( s ) ~  U(s)A, so ist 2 - - -  e 1 Multiplum der Ein- 
heitsmatrix 1. [Es ist dabei sogar unwesentlich, dal~ die U(s) sine Gruppe 
bilden.] 

Wir denken in erster Linie an e n d l i e h e  G r u p p e n .  Zu jeder 
Gruppe gehSrt elne bestimmte , G r S l ] e n a l g e b r a " .  Eine G r i l l e  im 
G r u p p e n g e b i e t  wird dadurch gegeben, dal] iedem Gruppenelement s 
eine Zahl $(s) zugeordnet wird.  Die Gr~l~en haben demnach so viele 
Zahlkomponenten, wie es Gruppenelemen.te gibt, sie sind sozusagen die 
Vektoren im Gruppenraum, in dem jedes Element sine Dimension, einen 
Grundvektor bedeutet *. Die Gr~fle ~ mit den Komponenten ~(s), die 
danaeh symbolisch mit ~ ( s ) . s  bezeiehneb werden mag, erseheint in 

* Den ia der mathematisehen Literatur gebr~uchliehen Namen Gruppenzahl 
vermeide ieh, weft ich das Wort ,Zahl" fiir die gewShnliehen Zahlen 'reserviere n 
mSehte. 
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der Verwirklichung der Elemente s durch die unitaren Abbildungen U(s) 

als die Matrix 
x = ~ ~(s) v(s). (17) 

Bildet man das Produkt zweier soleher 3latrizen X, Y, welehe zu den 
GrSl]en ~ und ~/ gehSren, so entsteht wiederum eine Matrix Z, die zu 
einer bestimmten, dutch ~ und ~/ determinierten GrSl]e ~ gehSrt. Dena 

es ist 
Z = X Y  = : ~  V(t) V(t ')~(t)~(t ')  = ~ V(tt ')~(t)~(t ') 

t ,  t '  t~ t '  

--= ~ g(s)~(s), ~(s) = "~, ~(t)~l(t' ). (18) 
s t t t = s  

Die Summe in (18) erstreckt sieh fiber alle Paare yon Eiementen t, t', 
deren Kompositum tt '  ~ -  s ist. Man kann sie als einfache Summe iiber 
alle Gruppenelemente t, abet weniger symmetriscla auch so schreiben: 

(s) = ~ ~ (st-  1) ~ (t) = ~ ~ (0 r~ Ct-is). 
t t 

(18) ist also das M u l t i p l i k a t i o n s g e s e t z  der  Grt~l~eu im G r u p p e n -  
geb ie t .  Die GrSl]en kSnnen danach, in genauer Ansehmiegung an die 
zugehSrigen Matrizen, a d d i e r t  werden, m i t  Zah len  m u l t i p l i z i e r t  
and u n t e r e i n a n d e r  m u l t i p l i z i e r t  werden; in soleher Weise, daft die 
wiehtigsten algebraischen Axiome erfiillt bieiben. (Nur das kommutative 
Gesetz tier Multiplikation und das Axiom, welches Nullteiler aussehliel]t, 

gelten nicht.) 
Die GrSge ~ heigt r ee l l ,  wenn ihre Komponenten der Gleiehung 

(s- ~) = ~(s) (19) 
genfigen. Die zugehSrige Matrix X ist dann H e r m i t e s c h .  Denn aus 

U(s) U(s -1) ~ 1 zusammen mit U*(s) U(s) ~ 1 

folgt U*(s) ~--- U(s-I).  Datum gilt, unter der Voraussetzung (19), 

:g ,  = ~ ( ~ )  ff,(~) = ~ ( s : - ~ )  v(s-1) = ~ $(s) u(~) = x .  
8 8 S 

Den Bereieh der reellen Gri~l~en verlal]t man nieht dureh Addition, Multi- 
plikation der Gri~l]en untereinander und dureh ihre Multiplikation mit 
r e e l l e n  Zahlen*. 

Ffir nns kommen vorzugsweise die A b e l s c h e n  G r u p p e n  in Be- 
traeht, bei welehen die Komposition der Elemente kommutativ ist: 

* Von der natfirliehen und wichtigen Rolle, welehe diese Begriffe in der 
Darstellungstheorie spielen, die sich nachher auch als die grundlegenden in der 
Quantenmeehanik herausstellen werden, kann man nur einen Eindruek gewinnen 
dureh das Studium dieser Theorie. Es sei insbesondere verwiesen auf: F. P e t e r  
und H. W e y l ,  ~ath.  Ann. 97, 737, 1927. 

Ze i t s ch r i~ t  ~ r  P h y s i k .  B d .  46. 
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s t  : t s .  Eine endiiche Abelsche  Gruppe besitzt eine Bas i s  al, a 2 . . . .  , a t. 
Das sind f Elemente der Gruppe mit Iolgendea Eigenschaftea: Be- 

deuten h v h 2 . . . .  , h f  ihre Ordnungen, so erhMt man alle Gruppenelemente 

in der Form 
Z z.) z f  s = a l  t aa . . .  a f  , (20) 

wenn z t ein volles Restsystem mod. h~, z.B. die Zahlen 1, 2 , . . . ,  h~ 
durchlKuft. (Ordnung h elnes Elementes a ist der niederste Exponent, 
ffir welchen a h gleich dem Einheitselement 1 ist.) Die Auswahl der 

Basiselemente kann so normiert werden, dab h 2 eln Teller yon hi, h a ein 
Teiler yon ha, . . . ,  h f  eln Teller yon h f _  1 ist. Unter diesen Umstanden 

ist die Zah] der Baslselemente and die Teilerrelhe (hi, ha, . . . ,  hf)  ihrer 
Ordnungen eindeutig durch die Gruppe bestimmt. Jene Teilerreihe 
charakterisiert umgekehrt vollstiindig die Struktur der Gruppe. 

Die Aufsuchung der i r r e d u z i b l e n  D a r s t e l l u n g e n  e ine r  A b e l -  
s chen  G r u p p e  ist sehr einfach. Da namlich die unit~ren Matrlzen U(s)  

in diesem Falle vertauschbar sind, kan~ man sle nach elnem oben er- 
wahnten Satz alle gleichzeitig ,au~ FIauptachsen brlngen"; die Dar- 
stellung zerfidlt also in lauter eindimensionale, es gibt nut eindlmensionale 

irreduzible Darstellungen: 
x ' - -  ~ ( s ) . x .  

Dabei ist die Abh~ngigkeit der Zahl ~ (s) vom Gruppenelement s so zu 
beschreiben: Dem Basiselement a t korrespondiert eine h t - t e  Einheits- 

wurzel ~,, und es ist fiir (20): 
Z 1 Z 2 Z f  (s) : el ea " " e r  

(Charaktere einer Abelschen Gruppe). 
Aber das Darstellungsproblem stellt sich fiir tins in etwas anderer 

Gestalt, als es bislang besproehen wurde. Denn in der Quantenmechanik 
haben nicht die u eine Bedeutung, sondern ledlglich die Strahlen; 

sie kennzeichnen die verschiedenen reinen Falle. Wir  gehen also zu 
dem h o m o g e n e n  S t a n d p u n k t  fiber, fiir welchen die unitiire Matrix U 
nicht eine Abbildung des Vektor-, sondern des StrahlenkSrpers bedeutet 
und demgemafi mit der Abbildung ~ U zusammeniiillt. So sol1 das Wort 
Darstellung in Zukunft verstanden werden: als g e t r e u e  D a r s t e l l u n g  
d u r e h  D r e h u n g e n  des  S t r a h l e n k i i r p e r s * .  Die eharakteristisehe 

Forderung lautet nunmehr: 

U(s)  U(t )  ~ U(st). (21) 

* Tiefgehende Untersachungen fiber das Darstellungsproblem in diesem Sinne 
hat I. Schur angestellt: 0relles ffourn. 127, 20, I904 und lg2, 85, 1907. 
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Wir kSnnen den willkiirlichen Faktor e in jedem U(s) nach Gutdilnken 
fixieren (,Eichung"). Als Gleichung wird dann (21) so zu lesen sein: 

(s) ~ (t) . =  ~ (s, t) v (s t), 

wo /~ eine yon s und t abh~ngige Zahl yore absolutea Betrag i ist. Die 
Angabe einer Grille ~ im Gruppengebiet is~ relativ auf die benutzte Eichung ; 

wird die Eichung gem~] der Forme] U(s)--> e ( s ) U ( s )  verandert, so 
mfissen die Komponenten ~ (s) jeder GrSl]e ~ ersetzt werden durch ~-1 (s)~ (s). 
Das Multiplikationsgesetz lautet 

~(s) = : ~ _ ~ ( t , t ' ) ~ ( t ) ~ ( t ' ) .  
t t  r ~ s 

Die Beschreibung (19) der reellen Gr~Ben ~ ist nur dann zutreffend, wenn 
die Eichung so eingerichtet wurde, dab U ( s -  0 ~ -  U - l ( s )  ist. Fiir eine 
irreduzible Darstelhng gilt nach wie vor der Satz : Ist die feste Drehung A 
m~t allen U(s) vertauschbar, A - 1  U ( s ) A  = U(s), so ist A~_~ 1. 

Die elndimensionalen Darstellungen verlieren ietzt iedes Interesse; 
denn die einzige eindimensionale Drehung ist die Identitat. Aber im 
gegenw~rtigen Sinne gibt es auch fiir A b e l s c h e  G r u p p e n  mehr -  
d i m e n s i o n a l e  i r r c d u z i b l e  D a r s t e l l u n g e n .  Nicht freilich, wenn die 
Abelsche Gruppe z y k l i s c h  ist, aus den Wiederhoiungen eines einzigen 
Elementes a besteht: 

1, a, a~, . . . ,  a h -  1 (a h ~ 1). 

Denn ist A die a korrespondierende Matrix in der Darstellung, so ist 
h 

A h ~ e 1. Indem man A durch den Zahtfaktor ~/~ dividiert, erreicht 
man eine solche Eichung des A, da$ A h ~ 1 wird. Dann bilden aber 
die Potenzen yon A eine Darstellung der zyklischen Gruppe im alten 
inhomogenen Sinne. Wir illustrieren daher das Gesagte durch die 
einfachste nicht-zyklische Abelsche Gruppe. Das isi die V i e r e r g r u p p e .  
Sie besteht aus vier Elementen 1, a, b, c, und ist beschrieben dutch die 
Kompositionsregel 

~t ~ ~ b 2 ~ c 2 ~___ ~ 

bc ~ cb ~ -  a, ca  ~--.a c ~ b, ab  = ba ~ c. 

Eine irreduzible mit ihr isomorphe Drehungsgruppe ist die folgende ~ :  

U(1) : 0 0 -- i ' 1 ' 

o 
U(c)  = -- i " 

2* 
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Die Eichung ist so gew~hlt, dal~ US(a) oder U(a) U ( a -  0 ---~ 1 ist und 
Entsprechendes fiir die iibrlgen Elemente gilt. Die , , ree l len  GrSl]en" 

Q1 + ~a + ~b + ~c (23) 

sind also .jene, deren Komponenten 0,~, ~, ~ reelle Zahlen sind. Ihre 
Algebra ist die einfachste nieht-kommutative, welche existiert: die der 
Q u a t e r n i o n e n  (genauer der]enigen Quaternlonen, von denen die 
skalare Komponente reell ist, die drei vektoriellen rein imaginar). In der 
Darstellung !l~ erscheint die GrSl~e (23) als die Matrix 

Die Irreduzibilit~t geht ohne weit;eres daraus hervor, dal3 zwisehen den 
vier Koeffizienten dieser Matrix, wenn ~, ~, ~, ~ als Variable bet;raelatet 
werden, kelne homogene lineare Relation mit konstanten Zahlkoeffizienten 
besteht. Wir kennen dieses Beispiel sehon vom magnetisehen Elektron 
her. Allgemeln werden wir erkennen, dal] eine irreduzible A belsehe 
Drehungsgruppe im Strahlenk~rper der reinen ~'Mle der Kinematik eines 
physikalisehen Systems zugrunde liegt; die reellen Gr~gen in diesem 
Gruppengebie~ sind die physlkallsehen Gr613en des Systems. 

Innerhalb einer Abelsehen Drehungsgruppe gilt. ftir die (irgendwie 
geeiehten) Matrizen zweier Drehungen A und B eine Gleichung 

A B  ~ e B A .  (24) 

Wir haben uns zu iiberlegen, in weleher Weise sie erfiillt sein kann. 
Bildet man auf beiden Seiten die Determinante, so ergib~ sieh sn ~ 1, 
e ist also eine n-re Einheitswurzel. Ferner erhi~lt man durch Induktion 
ftir k ~ 1 , 2 , 3 , . . . :  

ebenso A k B  ~ ekBAk'  } (25) 
A B  t --__ ~ZBZA. 

Kombiniert man beide Gleichungen, indem man die zweite auf A k und B 
start auf A nnd B anwendet, so erhiilt man die al]gemeinere Regel 

A k B  ~ ~ d:~B~A k. (26) 

Weiter notieren wir die Gleichung 
k(k+l) 

(AB)~ ~ e 2 .B~A  'r (27) 

Sie folgt sogleieh dnreh Schlul] yon k auf k + 1, indem man die erste 
l~ormel (25) heranzieht. Setzen wit in (25) insbesondere k ~ n, so 
kommt  AnB ~ B A  n. Wenn dieAbelsehe Drehungsgruppe i r r e d u z i b e l  
ist, ersehliel~t man arts dieser Vertausehbarkeit yon A ~ mit allen Gruppen- 
elementen B : A n ' . ~ I .  Die O r d n u n g e n  a l l e r  E l e m e n t e  e the r  i r r e -  
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d u z i b l e n  A b e l s c h e n  D r e h u n g s g r u p p e  in n D i m e n s l o n e n  s ind  

d e m n a c h  T e l l e r  yon  n. 
Liegt eine endliche Abelsche Gruppe in abstracto vor, (20), so wird 

man zur Aufsuchung ihrer getreuen irreduziblen n-dimensionalen Dar- 
stellungen folgendermal~en verfahren. Fiir jedes Basiselement, z. B: a 1 = a 

yon der Ordnung h 1 ~ h, eicht man U(a) ~ A in solcher Weise, dal3 
A h ~ 1 ist. Nachdem dies geschehen, eiche man U(s) fiir das Element (20) 

durch die Festsetzung 
= 1 ATr. 

Es kommt nun wesentlich auf die Bestimmung der Kommutatorzahlen E~k 

in den Gleiehungen 

A i A  ~ ---- EikAkAi (i > k; i, lc --~ 1, 2 , . . . ,  f )  (28) 

an. Da aus (28) 
A :  i A~ h i ,~ A h i 

das ist 
h i 

A k ~ $ i k A k  

tolgt, mul3 $ik elne hcte Einheltswurzel sein. 
w G. U b e r t r a g u n g  a u f  k o n t i n u i e r l i e h e  G r u p p e n .  Eine 

i n f i n l t e s i m a l e  u n i t a r e  A b b i l d u n g  ist eine solche, welche unendlich 
wenig yon der Identitat abweicht, durch die also alle Vektoren 

= (xi) nur unendlich kleine hnderungen d;  ~ (dxi) erfahren. Der 
analoge Begriff ftir reelle orthogonale Abbildungen des dreidimensionMen 
Raumes is~ aus der Kinematik des starren KSrpers gelaufig: bei der 
kontinuierlichen Drehung eines Kreise]s wird yon Schritt zu Sehritt eine 
infini~esimale Drehung vollzogen. Ein anderes einfaches Beispiel ist der 
Prozel] der kontinuierliehen Verzinsung zu festem Zinssatz, der eine 

GrSl]e x in jedem Zeitelement dt mit dem Faktor 1 ~ - c d t  multiplizier~, 
ihr also den Zuwaehs d x  ~-- c x d t  erteilt. Der Erfolg wird sein, daft sie 

im Zei~raum t yon x auf eCt.x angewachsen ist. Um die unendlieh 
kleinen Gr0gen zu vermeiden, ist es auch bier zweekma~ig, eine (rein 
fiktive) Zeit ~ einzufiihren und daher die infiniteslmale unit~re Abbildung 
in der Form zu sehreiben 

d~" ~ ~ C, d xk ~ ~ ]  cik xi. (29) 
dv  dv  i 

Die Forderung, dal3 ~ xix i  invariant bieiben sol1, driickt sich in der 
Gleichung aus 

d ~k d xk~ 
Xk ~-~V -~- Xk--~V / 0 oder ~ (Cik - ~  -~ki) X i X k  ~ O. 

t, k 
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Die H e r m l t e s c h e  Form auf der linken Sefte kaml aber nur dann 
identisch in den xi verschwinden, wenn alle ihre Koeffizienten Null sin& 
So ergeben sich die Bedingungen der schiefen Symmetrie 

cki : cik, C* : - -  C. 

Setzt man C ---- i A ,  so ist A eine Hermi tesche  Matrix. Resultat: Mit 
j e d e r  t t e r m i t e s c h e n  F o r m  A i s t  in  u n i t a r - i n v a r i a n t e r  Weise  
(vgl. w 1) die i n f i n i t e s i m a l e  u n i t a r e  A b b i l d u n g  

d~ 
d---v ~ i s A  

v e r b u n d e m  Der Satz von der Hauptachsentransformation der H e r m i t e -  
sehen Formen stellt sieh dadurch als der infinitesimale Grenzfall des 
entsprechenden Theorems ffir unitare Abbildungen heraus. Diejenigen 
infinltesimalen Abbildungen 7 welehe alle Strahlen ungeiindert lassen, 

haben die Form d~ 

d r  

mit eiaem reellen Zahlfaktor c. Der homogene Standpunkt verlangt also 
bier, dai} A nleht yon A + c 1 unterschieden wird. 

Indem man in jedem Zeitelement d v  die gleiche infinitesimale 
unit~re Abbildung (29) wlederholt, erhalt man durch Integration yon (29) 

(~) = ~- ~ ( ~ ) .  

U(v) ist die endliehe Drehung, welehe im Zeltraum v vor sich geht. Es 

ist natiirlich U(v + v') = U(r)  U(r  

Die U(v) bilden also eine einparametrige kontinuierliehe Gruppe; gegen- 
fiber tier Zusammensetzung verh~ilt sich der Zeitparameter v additiv. 
Vgl. den oben geschilderten ProzeI~ d er kontinuierlichen Verzinsung! Die 
Integration yon (29) kann in der gleiehen Weise vorgenommen werden 
wie in dlesem einfachsten Fall. Unter Benutzung einer gegen oo streben- 

den ganzen Zahl m zerlegt man die Zeit v in Elemente [ -  In ]edem 
m 

der m Zeitelemente erfahrt ~ die Transformation 1 + v_ C; daher ist 
m 

U(r) = lim (1 + v--~C'] ~ -  e~ O. 

Die Konvergenz kann ebenso leieht bewiesen werden wie im eindimen- 
sionalen Fall, wenn C eine Zahl ist. Auch ergibt sieh die Potenzreihe 

~ C  ~ C ~ (30) u ( ~ ) = l + l !  + ~  + . . . .  
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Eine andere Methode ist die sukzessive Approximation; sic setzt nicht 

voraus, dab C yon v unabhangig ist. Als nullte Approximation wird 
das fiir v ~ 0 vorgegebene ; genommen, allgemein wird die Z-re aus der 
(1 - -  D-ten Annaherung mittels der Gleichung 

d~ - -  ~ -  ~C zu ~ t ( ~ ) - - - ~ + ~ ; l - ~ ( ~ ) O d v  
0 

bestimmt. Die Annaherungen ~t(v) konvergieren mit ~-~ oo gegen die 
gesuchte Grenze ~(v). Es ergibt sich fiir ;(v) eine unendliche Reihe: 

oo 

( 0  " g l ~ ' r 2  = �9 �9 �9 ~ 't:(, ~ "t') 

Bei zeitunabh~ngigem C kommt wieder die Gleichung (30) heraus. 

E i n e  Z w i s c h e n b e m e r k u n g :  Es wurde erwahnt, dal] in der Physik 
meist F o r m e n  m i t  u n e n d l i c h  v i e l e n  V a r i a b l e n  eine Rolle spielen. 
Die Theorie der Hermi t e schen  Formen yon unendhch vielen Verander- 
lichen unter dem Einflul] unit~rer Transformationen w urde yon H i lb  e f t  

und I t e l l i n g e r  entwickelt, unter der Voraussetzung, da$ die Form be- 
schrankt ist, d. h. da• eine Konstante M existiert, unter der die Werte 

tier Form ihrem absoluten Betrage nach fiir aile Vektoren yore Betrage 1 
bleiben*. Die in der Physik vorkommenden Formen geniigen dieser 
Bedingung nicht. Eine Erweiterung der Theorie, welche den physikalischen 

Anforderungen geniigt, hat v. N e u m a n n  a. a. O. in Aussicht gestellt. 
Es ergibt sich hier die Aufgabe, das Analoge fiir die uni~ren Abbildungen 
zu leisten. Fiir sie wird die Theorie wesentlich befrledigender ausfallen, 
well keinerlei spezielle, die Konvergenz garantierende Voraussetzungen 
zu machen sind, wie es die t t i l b e r t s c h e  Annahme der Beschr~nktheit 
war. Denn der Begriff tier unit~ren Abbildung bringt es mit sich, da~ 
in der Matrix die Quadratsumme der absoluten Betr~ige ieder Zeile und 
jeder Spalte ko~vergiert, n~mtich = 1 ist. (Die mathematische Durch- 
fiihrung soll an anderer Stelle gegeben werden.) Der integrale Standpunkt 
is~ in begrifflicher Hinsich~ dem infinitesimalen immer i~berlegen, er last  
zugleich die natiirliehen Grenzen der differentiellen Begfiffsbildungen 
erkennen. In diesem Sinne ist es zweckmal3ig, da mit einer Gr~13e cr ja 
immer auch ihre reellen konstanten Multipla k~ als physikaIische Gr~$en 
auftreten, diese zu ersetzen durch e ~k~, die t t e rmi t e schen  Matrizen k A  

* D. Hilbert ,  Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen, 
Leipzig 1912, insbesondere IV. Abschnitt. E. Hel l inger ,  CreUes Journal 186, 
i , 1910. 
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durch die unitaren e ikA. Mit A erscheinen sie zugleich auf Hauptachsen 
transformiert, wobei an Stelle der a~ die Zahlen eik% als Eigenwerte sich 

ergeben. 

Doch nun zu den u n e n d l i c h e n  G r u p p e n l  Eine unendllche 
Gruppe kann diskontinuierlichen Charakter haben, wie die in der Lehre 

yon der Kristallstruktur auftretende Gruppe der Gittertranslationen des 
Raumes, deren Komponenten in bezug auf die drei Achsen x, y, z ganze 
Zahlen sind. Es k~nnen auch gemischte kontinuierlich-diskrete Gruppen 
vorkommen, wie die Gruppe aller Raumtranslationen, deren x-Komponente 
ganzzahlig ist. Doch haben wir ietzt insbesondere die kontinuierlichen 
Gruppen im Auge. Eine solche denkt man sich nach S. L i e  erzeugt 
durch ihre i n f i n i t e s i m a l e n  E l e m e n t e .  Is~ die Gruppe eine f-para- 
metrige kontinuierliche Mannigfaltigkeit @, so sind die infinitesimalen 
Elemente die Stellen auf der Gruppenmannigfaltigkeit, welche der 

Einheitsstelle 1 nnendlich benachbart sind, oder die yon 1 ausgehenden 
Linienelemente. Sie bilden also eine f-dimensionale l i n e a r e  Mannig- 

faltigkeit. Halten wit uns sogleich an die Darstellung, an die konkreten 
unitaren Abbildungen start an die abstrakten Elemente, so haben wir 

mithin eine f-dimensionale lineare Schar schiefer Matrizen vor uns: 

g: C~d6~ + r  2 + . . .  + Cfdr I, (32) 

innerhalb deren C1, C2, ... ,  C r eine willkfirlich gew~Mte Basis ist und 
die Zahlparameter d6~, d6~, . . . ,  d ~ f  aller reellen Werte f~hig sind. 
Setzt man in (32) d6i 

bildung, die man sich im 
nach Ablaut der Zeit v, 

schrieben wird, zu 

= ~ d v  und iterier~ diese infinitesimale Ab- 

Zeitelement dv vollzogen denkt, so gelangt man 
wenn an Stelle yon ~ v  ~etzt wieder 6t ge- 

U(~I ,  ~fi . . . . .  ~f) ~ ealCl+"2C'~+'"+gCf. (33) 

Innerhalb der inflnitesimalen Gruppe ~ gibt sich die Komposition an den 

Parametern d6 als Addition kund. Es kSnnte darum so scheinen, dait 
~e de lineare Schar (32) eine f-parametrige kontinuierliche Gruppe nach 
der Formel (33) erzeugt. Das is~ aber nicht der Fall, wie die folgende 
Betrachtung lehrt, die nach dem Muster bekannter Integrabiliti~ts- 
iiberlegungen verl~uft. Sie nutzt f~ir die infinitesimalen Elemente die 
Tatsache aus, da$ m it zwei Abbildungen U, V auch der K o m m u t a t o r  
U V U - 1 V  -~  in der Gruppe enthalten sein toni]. Sind also C, C' zwei 
in der Schar g vorkommende Matrizen, so gehSren die infinitesimalen 

Abbildungen 
d~" = ~'Cdv und d'~ ~ ~'C'dv' 



Quantenmechanik und Gruppentheorie. 25 

zur Gruppe. Fiihrt man sie beide hintereinander aus, das eine Mal in 

der Reihenfolge d, d', das andere Mal in der Reihenfolge d', d, so ist die 

Di{ferenz der dadurch aus ~ entstehenden Vektoren 

z t~ ~ d d ' ~ - - d ' d ~  ~ ~ ( C C ' - - C ' C )  d v d v ' .  

Diese infinitesimale Abbildung ist der gesuchte Kommutator. Infolge- 

dessert mul3 mit C und C' aueh immer CC' - -  C'C der Schar g angehSren. 
An der Basis formuliertl heil~t das, dal3 die Matrizen CiC k - -  CkCi sieh 

linear mittels reeller Zahlkoeffizienten aus C1, C v . . . ,  Cf komblnieren 
miissen. Diese yon L ie aufgestellte Bedingung, deren Iterleitung leieht 

s~reng zu machen ist, ist nich~ nur notwendig, sondern aueh hinreichend *. 
Die Gruppe ist A b e l s e h ,  wenn der Kommutator irgend zweier 

Elemente gleich 1 ist. In diesem Falle m~ssen' die Matrizen C~ den 

Gleiehungen 
ci  ck - -  ck ci  = 0 (34) 

geniigen, d. h. sie miissen vertausehbar sein. Ftir zwei vertausehbare 

Matrizen A und B gilt 
vA+B ~ eA.eB; 

das ergibt sich genau wie Iiir Zahlen. Die Gleiehung (34), d. i. die 
Verfiauschbarkeit der infinitesimalen Elemente, gentigt also, wie das 

eigentlich selbstverstgndlieh ist, um den A belsehen Charakter der ganzen 
Gruppe sieherzustellen, es gilt auf Grund yon (34) 

Jede f-parametrige Abelsehe Gruppe ist danaeh isomorph mit der Gruppe 
der Translationen in einem f-dimensionalen Raume. Die Ci spielen eine 
analoge Rolle wie die Basis bei den endliehen Abelsehen Gruppen. 

Wir werden es zwar mit einer Abelsehen Gruppe zu tun haben, 

aber die Abbildungen sind als solehe des S t r a h l e n k S r p e r s  zu verstehen. 

Uberall ist das Zeichen ~ zwisehen ~nitaren Abbildungen dnrch ~ zu 
ersetzen. An Stelle der Bedingungen (34) treten danach solche yon 
der Form 

C , C . - - C . C ~  = i c ~ . I .  

%, ist ein sehiefsymmetrisehes System reeller Zahlen. Der Kommutator 
der infinitesimalen Abbildungen mit den 3:ia~rizen 

A = 6x C~ + . . .  + a fC  t und B = v~ Ca + . . .  -l- v fCf  
ist 

A B - -  B A  ~---- i ~ c , , , 6 , v ~ .  l .  

* Genaueres ist etwa nachzalesen bei: H. Weyl ,  Mathematische AnMyse des 
Raumprob]ems, Berlin 1923, S. 33--36, und die dazu gehSrigen Anh~nge. 
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Die schiefsymmetrische Form 

welche eine yon der Basis unabhangige Bedeutung hat, nenne ich die 
K o m m u t a t o r f o r m .  Wendet man (26) an fiir eine gegen r konver- 

gierende Zahl k ---~ l = m and 1 ~- --A, 1 ~---B an Stelle yon A und B, 
fit m 

so erh~ilt man im Limes als den Kommutator irgend zweier Elemente der 
Gruppe ~J~(61, 62, . . .  , 6f) = U(6) und g(v): 

~(6)  ~(~) u - ,  (6) u - ,  (~) : e(h(6, ~)). 1. (35) 

[Urn der Leserlichkeit willen sehreibe ich oft e(x) start d~.] Dieselbe 
Einsetzung in (27) mit naclffolgendem Grenziibergang llefert noch 

(6 + ~) = e (-~ h (6, ~)) v (~) ~ (6) =-  ~ ( -  -~ h (6, ~)) ~ (6) v (~). 

Wenn die Drehnngsgruppe i r reduzibe,1  ist, kann e~fi festes U(6) 
nut daan mit a l l en  U(v) vertausehbar sein, wean es ~ 1 ist, d.h. wean 
die Parameter 6i verschwinden. Das besagt, dal] die Kommutatorform 
nicht-ausgeartet ist, namlich fiir ein festes Wertsystem 6i nicht identisch 
in vt verschwinden kann, ohue dal] alle 6i = 0 siad. (Es kommt das 
daraut hinaus, daft die Determinante ]cik] =r 0 ist.) Eine solche Form 
existiert nur, wenn die u f g e r a d e ist, and ihr kann durch 
geeignete Wahl der Basis (dadureh, dal~ die Variablen ~ nnd vt kogredient 
einer geeigneten linearen Transformation unterworfen warden) eine 
numerisch eindeutig bestimmte Gestalt verliehen warden : Die Koeffizienten- 

matrix Ile~kl] zerfiillt in lauter zweireihige Quadrate I --10 0 ' 1  I die sieh 

litngs der ttauptdiagonale aneinanderreihen. Es ist dana zweekm~131ger, 
2 f an Stelle von f zu sehreibeu, die so eingeftihrte , k a n o n i s e h e  
B a s i s "  mit 

iP,,iQ,. (v = 1, 2 , . . . , f )  

zu bezeichnen und die zugehSrigen kanonisch gepaarten Parameter mit 
6,, m. Der Faktor i ist beigeffigt, um auf Hermi t e sehe  Formen P,,  Q, 
zu kommen. Es gelten die Vertauschungsrelationen 

i(P~Q~-- QvPv) = 1, i (p~Q,,-  Qv/)~) -~- 0 fiir/~ =~ v, 
and (36) 

P~,P,.- P~P~ : 0, Q~ Q ~ -  Q~ Q~ = 0 fiir alle ~t, v. 
Die 
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bilden ftir sich eine f-parametrige Abelsche Gruppe unitarer (Vektor-) 

Abbildungen, ebenso die 

V (~) = e (~1 Q1 + T2 Q2 § "'" § ~f qf)" 

Hingegen ist 
v(o) v(r)  ~ - 1 ( ~ )  v -~ (~ )  = e(41~, + . . .  § 4r~r). 1 

und 

e 

e (al ~1 + .... + arPr § r, Q1 + -. .  § rr Qr) 

1 f e (  1 r 

E r s a t z  der  k a n o n i s c h e n  Y a r i a b l e n  d u t c h  die Gruppe .  w 
Das  E l e k t r o n .  Unsere Entwicklungen sind bis zu dem Punkte ge- 

dielien, wo die Verblndung mit der Qua~tcnmechanlk in die Augen 
springt. Liegt ein meehanisches System yon f Freiheitsgraden vor, so 
geniigen ja die H e r m i t  e sehen Matrizen, welche die kanonisehen Variablen 

reprasentieren, gerade den Relationen (36), bis auf den Faktor h/2=, Yon 
dem noeb die Rede seln wird und den wlr einstweilen in die Mal]cinbeiten 
hineinsteeken. Nehmen wir die Zahl der Freiheitsgrade f zunaehst - -  1 
und bezeiehnen in der iiblichen Weise die kanonischen Varlablen mit p, q, 

ihre reprasenticrenden Formen mit P, Q, so sagt die Relation 

i ( P Q - - Q P )  ~ 1 (38) 

aus, dal] die beiden durch die ~[atrizen i_P, i Q gekennzelohneten inflnl- 
tesimalen Drehungen des Strahlenkiirpers vertauschbar sind. Die durch 

sie erzeugte Abelsche Drehungsgruppc besteht aus den Drehungen 

U(O, v) -~ e(P4 + Qr) (39) 

(4, v reelle Parameter, die sich bei Zusammcnsetzung additlv verhalten). 
Die reelle Griil]e im Gruppengebiet, deren Komponenten ~ (6, v) der 

Gleichung (19) oder 
(4, ~) = ~ ( - -  4, - -  ~) (40) 

gentigen, erscheint als die H e r m i t e s c h e  Form 

F = f~e(.P6 + Qv)~(4, v)dadv. (4l) 
--oo 

Eine physikalisehe GrS$e ist dutch ihren Funktionsausdruck f (2 ,  q) 
in den kanonisehen Variablen p, q mathematisch definiert. Es blieb ein 
Problem, wie ein derartiger Ausdruck auf die Matrizen zu iibertragen 
war. Ohne weiteres klar war das nur fiir die Potenzen 10 k, qZ und damit 
fiir Polynome. Freilich trat  schon hier die Schwierigkeit auf, daft man 
nicht wuflte, oh man elnen Term wie p~ q als P2 Q oder Q P~ oder P Q/) usw. 
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zu interpretieren hatte. Der Ansatz ist offenbar viel zu formal. Unsere 
gruppentheoretische Auffassung zeigt sogleieh den rechten Weg: die 
I-Iermiteschc Form (41) reprasentiert die Gr(il]e 

+oo 
(p, q) = e (p 6 + q (6, d 6 (42)  f 

- - o o  

Naeh dem Four l e r schen  Integraltheorem lal]t sieh ]a ]ede Funktion 
f (p, q) in dieser Form eindeutig entwickeln, und wenn f eine reellwertige 

Funktion der reellen u 2, q ist, geniigt ~ (6, v) gerade der 
Bedlngung (40). Die Integra]entwleklung (42) ist nieht immer ganz 
wiirtlich zu verstehen; das wesentliehe ist nur, dal3 rechts eine lineare 
Kombination der e (26 q - q  v) steht, in denen 6 und v beliebige reelle 
Werte annehmen kSnnen. Wenn z. B. q eine zyklische Koordinate ist~ 

die nur mod. 2 ~r zu verstehen ist, so da~ alle in Betracht kommenden 
Funktionen periodiseh in q mit der Perlode 2 ~r sind, wird die Integration 

nach v ersetzt werdea miissen durch elne Summation fiber alle ganzen 
Zahlen v; wir haben dann den Fall einer gemischten kontinuierlich- 

diskreien Gruppe. Die Einschrankungen, denen f (p ,  q) un~erworfen sein 
mul], damit sic elne Entwicklung des Typus (42) gestattet, kiinnten 

noch Bedenken erregen. Nun wissen wir aber, dal] es eigen~lieh gilt, 
e (kf(1o, q)) so zu entwlckeln (k irgend elne reel]e Konstante), und in 
dieser Fassung last  sich die Aufgabe nach neueren Untersuchungen yon 
N. Wiener~  B o c h n e r  und H a r d y  in zwingender Weise eindeutig er- 

ledigen *. 

Die 0bertragung auf f Freiheitsgrade llegt au~ der Hand. Ins- 

besonderc sahen wir, wie aus der  F o r d e r u n g  der  I r r e d u z i b i l i t ~ &  
im F a l l e  der  k o n t i n u i e r l i c h e n  G r u p p e n  die c h a r a k t e r i s t i s c h e  
k a n o n i s c h e  1 )aa rung  e n t s p r i n g t .  Fiir endliche Gruppen freilieh 
existiert nicht ein so einheitliches Schema. Das ist im Einklang mit den 
physikalisehen Tafsachen. Denn aus den Entwieklungen yon P. J o r d a n * *  
ging bereits hervor, dal3 beim magnetlschen Elektron 6y SO gut wie 6, als 

* N. Wiener,  On representations of functions by trigonometrical integrals, 
Math. ZS. 24, 575, 1926; S. Boehner und G.H. Hardy,  Note on two theorems 
of N. Wiener,  Journ. Lond. Math. Soc. 1, 240, 1926; S. Boehner, Darstellung 
reell variabler und analytischer Funktionen durch verallgemeinerte Fourier- und 
Laplaceintegrale, ~ath. Ann. 97, 635, 1927; vgL da~zu ferner die yon H. Bohr 
stammende Theorie der fastperiodischen Funktionen; am einfachsten bei H. Weyl, 
1Kath. Ann. 97, 338, 1926. 

** ZS. f. Phys. 44, 21--25, 1927. Naeh P. Jordan ,  0ber die Polarisation 
der Lichtquanten, ebenda, S. 292, ist die Kinematik der Liehtquanten die gleiehe. 
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die ,kanonische Konjugierte" yon ax angesehen werden kann. HSchstens 
yon einem Tripel, nicht yon eiuem Paar kanonisch konjugierter Gr(il]en 
k(innte bier verni~nftigerweise die Rede sein. Bestatigen wir, daiS gerade 
auch in dlesem dlskreten, dem Kontlnuierlichen am melsten en~gegen- 
gesetzten Falle unsere Formulierung genau das Richtige trifft! Sie lautet, 
um das noch einmul zusammenzufassen, so: Der k i n e m a t i s e h e  Cha- 
r a k t e r  eines p h y s i k a l i s c h e n  S y s t e m s  f inde r  seinen A u s d r u c k  
in e iner  i r r e d u z i b l e n  Abe l schen  D r e h u n g s g r a p p e ,  deren Sub- 
s t r a t  der  S t r a h l e n k S r p e r  der , ,reinen Fa l l e "  ist. Die r ee l l en  
GrSl]en dieses G r u p p e n g e b i e t e s  sind die p h y s i k a l i s e h e n  
GrSiSen; die H e r m i t e s e h e n  Mat r izen ,  als welehe  sie verm(ige 
tier D a r s t e l l u n g  der  a b s t r a k t e n  Gruppe  durch  D r e h u n g e n  er- 
s ehe inen ,  s ind  die R e p r a s e n t a a t e n  der p h y s i k a l i s c h e n  GrSiSen, 
de ren  B e d e u t u n g  im I. Te l l  a u s e i n a n d e r g e s e t z t  warde.  

Nun: die lriiher beschrlebene zweidlmenslonale Drehungsgruppe ~, 
welche der Vierergruppe isomorph ist, kennzeichnet, wle der Vergleich 
mit w (12) lehrt, die K i n e m a t i k  des m u g n e t i s c h e a  E l e k t r o n s .  
D a n  ~ 2 ~st, sind alle GrSl~en nur zweier Werte fahig. Die einzigen 
physikalisehen GrSl~en, welche existieren, sind die mit Hilfe reeller Zahl- 
koeffizienten gebildeten linearen Kombinationen yon 1, 6z, ay, a,. Aber 
alas magnetisehe Elektron ergibt sieh nieht nut als Sonderfall der Theorie, 
sondern die ihm e igen t i im l i ehe  K i n e m a t i k  is t  i ibe rhaup t  die 
e lnz ig  m(igl lche,  w e n n  a l le  GriiiSen n u t  zweier  W e r t e  ~ h l g  
se in  sol len ,  wenn n ~ 2 is~. Beweis: Wir wissen sehon, dal] unter 
dieser Voraussetzung iedes Gruppenelement a auiSer dem Einheltselement 
yon der Ordnung 2 ist. Die belden Eigenwerte der korrespondierenden 
zweidimensionalea Matrix A sind daher entgegengesetzt gleich. Wahlen 
wir ein bestimmtes a =r 1, so k(innen wlr das zugehCirige A saint einem 
normalen Koordinatensystem so festlegen, da~ 

A =  [10 --10 (43) 

wird. Die mit A vertauschbaren ]~atrizen U unserer Gruppe haben not- 

wendig die Gestalt 0 ~, ; wenn sie nieht ~___1 sind, is~ c ' ~  c~ 

U also ~ A .  Es gibt Gruppene]emente, deren ~atr ix B nieht mi~ A 
-r ist. Wir wissen, dab in der Glelchung 

A B  z ~B  A 
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eine zweite Einheitswurzel, darum e ~ - -  1 sein mul~. Daraus folgt, 
dab /~ die Gestalt 

hat. Die Zahlen b, b' sind yore absoluten Betrag 1. Wir  w~hlen ein 

bestimmtes solehes B, das gem~l~ B ~ = 1-geelcht sei: bb' = 1. Aul~er- 

dem kann man b zu 1 maehen, indem man das bisherige normale Koor- 

dinatensystem ely e 2 dureh el, b e~ ersetzt; (43) wird dadurch nicht an- 
gegriffen : 

0 10 (45) B =  1 

Jede Matrix U unserer Gruppe, welehe mit A vertauschbar ist, ist ___~ 1 

oder --~ A. Wenn sie nieht mit A vertauschbar ist, hat sie die Form (44), 

und demnach ist ihre Zusammensetzung UB mit dem durch (45) gegebenen 

bestimmten B eine Diagonalmatrix. Als solche ist sie mit A vertauschbar, 

also ___~ 1 oder _~ A. Das Resultat ist, dal~ iedes U"~ einer yon den 

vier ~Iatrizen 1, A, B, A B  ist. Es  l i e g t  in der  T a t  die  u  

g r u p p e  v o r  u n d  die  D a r s t e l l u n g  ~ d e r s e l b e n .  

w  U b e r g a n g  zu S e h r S d i n g e r s W e l l e n t h e o r i e .  In~hnl ieher  

Weise, wie soeben der Fall  n ~ - - 2  behandelt wurde, wollen wir jetzt 
zeigen, dad die z w e i p a r a m e t r i g e n  k o n t i n u i e r l i c h e n  G r u p p e n  nur 

e i n e r  irreduziblen Darstellung in unserem Sinne (auBer der identischen) 

fahig sin& Wir  erhalten iene Gruppen durch Grenztibergang aus den 

z w e i b a s i g e n  e n d l i c h e n .  Die irreduzible Abe l sehe  Drehungsgruppe 

mit der Basis A, B habe die Dimensionszahl n. In  der Kommutator- 

gleiehung 
A B = ~ B A ( 4 6 )  

ist e eine n-re Einheltswurzel. Diese Gleiehung gilt es ietzt n~her zu 
untersuchen. Die Kommufatorzahl e sel elne p r i m i t i v e  m-re Einheits- 

wurzel, d. h. 8"~ sei die niederste Potenz, welche = 1 ist; m ist Teller 

yon n. Die Drehungen A, B sind yon einer in n aufgehenden 0rdnung:  

A ~ __~ 1, B n _~ 1, und die Matrizen k(innen daher so geeicht werden, da~ 

A ~ ~ B ~ ~ 1 ist. Durch geeignete Wahl  des normalen Koordinaten- 
systems sei B auf Hauptachsen gebracht; die Glieder in der t taupt- 

diagonale, hi, sind lauter n-re Einheitswurzeln. Die G]eiehung (46) 
liefert fiir die Koeffizienten yon A ~--Ila,~ll: 

~k (47) 
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Man teile die Indizes i und zugeh(irigen Variablen xi in Klassen 
nach dem Prlnzip, dal~ i u n d  k in dieselbe Klasse fallen, wenn der 
Quotient bi/b k eine m-re Einheitswurzel, elne Potenz yon e ist. Dies 
ist wirklich eine Klasseneinteilung, da mit b~/.bk und b~:/b~ auch b~/b~ Potenz 
yon ~ ist. Gem~ti~ der Gleichung (47) ist aik = 0, wenn i u n d  k zu 
verschiedenen Klassen gehiiren; die Matrix A z e r f a l l t  demnach in der 
gleichen Weise, wle die Indizes in Klassen zerfallen. Wegen der voraus- 
gesetzten Irreduzibilitil.t ist also nur e ine Klasse vorhanden. 

Nachdem dies erkannt ist, gehen wlr zu einer felneren Klassen- 
einteilung fiber: ~etzt sollen i u n d  k nur dann zur selben Klasse geh~iren, 
wenn bi-----bk ist. Wit  w~hlen willkiirlich eine dieser Klassen, fiir 
welche bi ---~ b ist, als die erste, lassen dann als zweite dieienige folgen, 
Iiir die bi --~ ~b ist, darauf die dritte mit bi = ~b, . . . ,  die m-re mit 
b~ = E~- lb ;  die (m ~- 1)-re Klasse: bi -= e~b, ist wieder die erste. In 
dieser Reihenfolge denken wie aueh die Variablen angesehrieben und 
numeriert. Naeh der Gleichung (47) sind in der Matrix A alle Felder 
(i, k) leer, ai~-----O, deren Zeilen- und Spaltenindex i u n d  k nicht zu 
zwei aufeinanderfolgenden Klassen gehiiren. 
Die Matrix A hat daher das angedeutete ~ 
Schema (Fig. 1), in welchem die nieht ,~rlj.~ 1~ 
sehraffierten Gebiete leer stehen und fibrigens ~\\\~ 
m = 4 angenommen wurde. In den sehraf- 
~erten Gebieten stehen die ,Teilmatrizen" ~ 
A (1), A(2), . . . ,  A(~n). Da A unitar ist, sum- [ 
mieren sich die absoluten Quadrate der Glieder 
in ~eder Zeile und in ~eder Spalte zu 1. ~\\~'~\\\~ I 
Infolgedessen gilt das gleiche flit die Zeflen Fi~.1. 
and Spalten der einzelnen Teilmatrix. Die Summe der absohten Quadrate 
a l l e r  in A (1) stehenden Glieder ist darum einerseits gleich ihrer Zeflen-, 
andererseits gleich ihrer Spaltenzahl. Das Rechteck A (1) ist in Wahr- 
heft ein Qnadrat, die zweite Klasse besteht aus ebenso vielen Individuen d 
wie die erste. A l l e  K l a s s e n  s ind g l e i eh  s t a rk ,  n = rod. Danaeh 
ist die Figur zu korrigieren. Genauer ist iede der schraffierten Tefl- 
matrizen fiir sich uniter. Indem wit auf die erSte Klasse yon Varlablen 
die unitare Transformation mit der Matrix A (1) ausfiben, bewirken wir, 
dal~ sich A (1) in die d-dlmensionale Einheitsmatrlx verwandelt. Diese 
Nbrmalform wird nieht zerstiirt, wean man nachtraglich die Variablen 
tier ersten Klasse und ebenso die Variablen der zweiten Klasse, ]ede fiir 
sieh, ~er g l e i c h e n  beliebigen unit~ren Trans[ormation unterwirft. Dies 
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ktinnen wir dazu benutzen, um aueh die zweite Teilmatrix in die Einheits- 
matrix umzuwandeln ; und so fort bis zur (m - -  D-ten. Die damit erzielte 
Normalform wird nieht zerst(irt, wenn die Variablen jeder Klasse unter- 
einander der gleichen unitaren Transformation unterliegen. Diese Trans- 

formation kann man schliel31ieh, wie maa weil~, noeh so bestimmen, daft 
die letzte Teilmatrix A (m) eine Diagonalmatrix wird. Nunmehr nehmen 
wjr eine Umnumerierung vor, indem wit zun~chst aus ~eder Klasse das 

erste Glied auslesen, darauf aus ieder Klasse das zweite usf. Dann 
zerfiillt A in d Teilmatrlzen, die sich l~ngs de r Hauptdlagonale aneinander- 
reihen. Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilit~t ist nur eine davon 
Vorhanden: d = 1, ~ = m. Wir haben die Normalform (die nich~ aus- 

geftillten Felder ,stehen leer"): 

A - - ~  B = ~ r + 2  . 

Die Exponenten in B sind n aufeinanderfolgende ganze Zahlen, e ist eine 
p r i m i t i v e  n-re Einheitswurzel. Die "Gleiehung A s = 1 liefert endlich 

noch a = 1. Lassen w i r  die Variablennummern yon r a b  laufen und 
verstehen alle Indizes rood. n, so lauten die beiden Abbildungen: 

A: x~---~ x~- l ,  B: x~ ~--- ~kx~. 

Daraus sofort die Wiederholungen: 
t r A~: xk = x~_~, Bt: xk ~ -  ~ktXk. (48) 

Jetzt laflt sich in aller Strenge der Grenziibergang zu kontinuier- 
lichen Gruppen vollziehen. Es sei (39) die kontinuierliehe zweipara- 
metrige irreduzible Abelsche Drehungsgruppe. Die Basis i20, i Q sei 
naeh (38) normierh Wir identifizleren in unserer Betrachtung A mit 
dem infinitesimalen e(~P) ,  B mit e(~ Q), ~ und ~/ reelle infiniteslmale 
Konstanten. Es ist e (62 ~ ~--- A s, e (v Q) ~ -  B t, wenn im Limes s ~-----6, 
t~  --~ v wird. e f~llt mit e (~ / )  zusammen, ekt ist = e(~kv) ,  e (vQ)  
ist die Representation der physikalisehen GrSl]e elzq; diese ist also (bei 
bellebigem reellen v) der Werte f~hig e iz~k, WOk die ganzen Zahlen 
durchl~uft. ]~[it anderen Worten: die GrSl3e q ist der Werte k~ fWaig, 
i h r  W e r t b e r e i c h  das  z u s a m m e n h a n g e n d e  K o n t i n u u m  der  r e e l l e n  
Z a h l e n  yon  - - z r  bls  ~-cr  (Dabei ist k treilich rood. n, k~ mod. n~ 
zu verstehen; aber n~ ist ein Multiplum yon 2 ~t/~, folglieh im Limes 
unendllch groin.) Darum schreiben wir jetzt q an Stelle yon k~, unter 
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q zugleich eine Variable verstehend, welehe den Wertbereich der physi- 

kalischen Grtii]e q durchlauft, nnd V~--4 (q) an Stelle yon xk. 4 (q) ist 

elne willktirliche komplexwertige Funktlon, welche der Normierungs- 

gleiehung 
14 (q) t ~ d ~ = 1 (49) 

unterworfen ist. Ihre Werte sind anfzufassen als die den verschiedenen 
Werten yon q entsprechenden Komponenten eines ,reinen Falles" in dem- 
ienigen normalen Koordinatensystem, das aus den Eigenvektoren der 

GrS~e q besteht. - -  An Stelle der zweiten Glelchung (48) erhalten wir 

im Limes 
4'----  4 G :  4'(q) z e"~ .4 (q ) :  (50) 

das ist die unitare Abbildung V~, welche die GrS~e e iT:q darstellt. Der 

gleiche Grenziibergang an der ersten Gleichung liefert die unit~re Ab- 

bildung 
4 '  = 4 G :  4'(q) z 4 ( q - - a ) ,  (51) 

welehe e i~ reprasentiert. Belde Abbildungen sind in der Tat unitar, 

well sie die Gleichung (49) invariant lassen; sie bilden, den verschiedenen 
Werten yon 6 bzw. v entsprechend, zwei einparametrige A b el sche Gruppen 
]inearer Funktionaltransformafibnen : 

G + o , :  Guo,, G + ~ , ~  GG,. 
~p U,~V, ist die Ftmktion ei~q. 4 (q - -  o), 4 V~ U~ aber ~ ei~(q - 0  . 4 (q - -  6), 

so da~, wie es sein mu~, die Kommutatorgleichung gilt: 

Der Gri)l]e e (ap  + vq) entspricht naeh (37) die Abbildung 

4 (q) - ~  4 '  (q) ~ e--1/2i~ ei~q 4 (q - 6). 

Geht man endlich auf die infinltesimalen 0peratlonen zuriick --. was 
treilich im allgemeinen nicht zweckm~llig ist ~ ,  so bekommt man als 

Representation yon 
d 4 (q) 

~o: ~ 4  ~ i d(/ ' yon  q: 6 4  = q . 4 ( q ) .  (52)  

D a m i t  s ind  w i t  bei  der  S e h r t i d i n g e r s e h e n  F a s s u n g  a n g e l a n g L  

Die Eigenfunktionen 4n (q) seiner Wellengleichung haben danach die Be- 
deutung, da] sie die nnitgre Transformation angeben, welehe zwischen 
den beiden Hauptachsensystemen der GrS~e q und der Energie /d ver- 
mittelt. Im Hinblick auf den ersten Teil ergeben sich daraus die be- 
kannten Paul ischen Ansiitze ftir ihre Wahrscheinlichkeitsbedeutung. 

Die l~bertragung anf mehrere Freiheitsgrade ist miihelos darch- 
fiihrbar. Die  K i n e m a t i k  e ines  S y s t e m s ,  die d u r e h  e ine  k o n t i -  

Zeit~chris flit Physik. Bd. 4~. 3 
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n u i e r l i e h e  G r u p p e  a u s g e d r t i c k t  w i r d ,  i s t  d a r u m  du reh  die Z a h l  

tier F r e i h e i t s g r a d e  f e i n d e u t i g  d e t e r m l n i e r t .  Unsere Behandlung 
ist giilfig auch fiir den Fall, dal~ die GrSl3e q eine z y k l i s e h e  K o o r -  

d i n a t e  ist, die nur rood. 2 ~t in Be~raeht kommt. Dann durchl~uf4 v nur 
die ganzen Zahlen, die Gruppe ist halb diskontinuierlich. Die Reprasen- 
ta~ionen (50) und (51) yon d zq unde  i~ bleiben bestehen; abet d a v  nur 
ganzzahlige Werte annimmt, hat es keinen Sinn mehr, den Grenztibergang 
v--~ 0 zu vollziehen. Eine ,physikalische GrSSe q", welehe durch eine 

t t e r m i t e s c h e  Form zu reprasentieren ware, gibt es iiberhaupt gar nichf, 
i 

woM aber z. B. cos q. 
Oft ist es zweekma~ig, Koordinaten und Impulse zu vertausehen, 

an Stelle der Komponenten ~ (q) der u die Komponenten q0 (/9) 
im System der Eigenvektoren yon p zu verwenden. Ihr Zusammenhang 

ist der dureh die , ,Four iersche Transformation" 

I~ (q) ~ ~ e iqp r (p) d~ 
- - o o  

gegebene *. Denn die Abbildung V~ verwaudelt $ (q) in 

f eiq(p+~)q~ (p) dp = ~ eiqP q~ (2 - -  v) d 
i 

Ua aber in 

Es ist also 

IV tqp e - lap  Vp (p) dp. 

r (p) v~ : ~ (p  - -  ~), r (p) u~ ~ e - ~ p  r (p). (53)  

III .  Tei l .  Das  d y n a m i s c h e  P r o b l e m .  

w Das  G e s e t z  der  z e i t l i c h e n  u  Die  Ze i t -  
g e s a m t h e i t .  Die bisherigen Ansi~tze beanspruchen allgemeine Geltung. 

Nieht so giinstig steht es mit dem d y n a m i s c h e n  P r o b l e m ,  das eng 
mit der Frage nach der Rolle zusammenhangt, welche R a u m  und Ze i t  
in der Quan~enphysik spielen. In der F e l d t h e o r i e  werden Zustands- 
griil]en behandelt, die in Raum und Zeit ausgebreitet sind, die M e c h a n i k  
im engeren Sinne hat es nur mit der Zeit als der einzlgen unabh~tngigen 
Veranderlichen zu tun. Die unabh~tngigen Veranderliehen sind keine 

* Naeh einem wiehtigen Satz yon Planch erel (Rend. Circ. Mat. Palermo 80, 
330, 1910) und Titehmarsh [Lond. Math. Soc. Proe. (2)28, 279, 192~] hat 
diese Transformation fiir alle absolut quadratisch integrierbaren Funktionen eineTi 
klaren Sina und erhait (bis auf den Fak~or 2 ~) das Quadratintegral. 
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gemessenen GrSl]en, sie sind ein willkiirlieh in die Welt hineingetragenes 

gedachtes Koordinatenspinngewebe. Die Abhangigkeit elner physikalischen 
GrS]e yon diesen Variablen ist  also aueh nicht etwas dutch Messung zu 
Kontrollierendes; erst wenn mehrere physikalische GrS~en vorliegen, 
kommt man dureh Elimination der unabh~ngigen Ver~nderlichen zu Be- 
ziehungen zwlsehen beobachtbaren GrS~en. Es mag sein, da~ unter diesen 
ZustandsgrSSen die Raumkoordinaten eines Elektrons auftreten; gemessener, 
real markierter 0r t  und natiirlieh auch real markierte Zeit sind Zustands- 
grSBen und werden also dureh Hermi teschen  Formen zu reprasentieren 
sein. Diesem Sachverhalt gegeniiber ist die nicht-relativistische Mechanik 
in der gliieklichen Lage, die Zeit als ZustandsgrS~e ignorieren zu k(innen, 
wahrend die Relativit•tsmechanik parallel mit den me~baren Raum- 
koordinaten auch die mel3baren Zeitkoordinaten der Teilchen ben~tigt. 
Eine vollstandige Durchftihrung der Quantentheorie liegt bisher nur in 
dem Umfang vor, in welchem die Zeit als einzige unabhangige Variable 
und die Zeit n u t  als unabhangige Variable auftritt. 

Da die t I e rml tesche  Form, welche zu einer physikalisehen Gr(il~e 
geh(~rt, niehts zu tun hat mit besonderen Werten, welche die GrSl3e unter 
Umst~nden, insbesondere im Laufe der Zeit anMmmt, bleibt sie v o n d e r  
Zeit unberiihrt. Was sich im Laufe der Zeit t ~ndert, ist allein der 
reine Fall ~ (t). Das d y n a m i s e h e  Gese tz  gibt die infinitesimale Ver- 
schiebung an, die ~ (t) w~hrend des Zeitelements dt  erf~hrt: 

d~ 2 ~ i  
- -  - - .  ~ E .  ~ 5 4 )  

dt  h 

tlier ist i E  die infinitesimale unitare Abbildung, welche mi~ der die 
Energie reprasentierenden Hermi tesehen  Form E gekoppelt ist, h das 
Wirkungsquantum. Die mit dem Vorriicken der Zeit um dt  verbundene 
~nderung A (~ + d$) - -  A (;) irgend einer t t e rmi teschen  Form A (~) ist, 
wie man leieht ausreehnet, 

d A  ~ -  2 ~ i d t ( E A - -  A E ) .  (55) 
h 

d E  ist = 0. Bringt man die Hermi tesche  Form /E der Energie auf 
Hauptachsen: 

E (~) ~-- E 1 x 1 ~ -4- E,~ x~ ~ § . . .  § E~ Xn ~ ,  

so bezeichnen die Nummern 1 his n die m~iglichen Quantenzustande, Er 
die zugehSrigen Energiestufen, und in den Gleichungen (54) separieren 
sich die Variablen: 

dx~ 2 ~ i E ,  
- -  X v . 

dt h 

3* 
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Die Integration lal]t sieh sofort ausffihren: 

Die Hermi tesdhe  Form 

ist nach Ablauf der Zeit t fibergegangen in 

mit 
a~ ,(t) = a~ " e (2 ~ t  (E" - -  E'))  

Die Komponenten at,, im ~[auptaehsensystem der Energie ffihren also 
einfaehe Schwingungen aus mit den B o h r s e h e n  F r e q u e n z e n .  ~ach (56) 
bleiben nicht nur die Energiestufen E~ wahrend der Bewegung erhalten, 

sondern auch die Iti~uflgkeiten I x~ (01 ~ = Ix, ]~, mit denen sie vertreten sind. 
Das bisher Gesagte gilt ffir ein abgeschlossenes System. Wenn 

man innerhalb eines abgesehlossenen Systems ein Teilsystem ins Auge 
fallt, das unter dem Einflull des Restes steht, dessen Rfickwirkung auf den 
Rest aber vernaehlassigt wird, so hat man den Fall der yon aullen ein- 
gepragten Krafte: die Hami l tonsche  Funktion hangt explizite yon der 
Zeit ab. Die Herml te sehen  Formen, welehe die Energie und andere 
Griillen tz am System darstellen, sind Funktionen der Zeit: A - ~ - A ( t ;  ~). 
Das Gesetz der zeitliehen Versehiebung des reinen Falles ; (t) bleibt das 
glelche. Die Formel (31) in w 6 gestattet die integrale Aneinanderreihung 
der yon Sehritt zu Sehritt in der Zeit sieh vollziehenden infinitesimalen 
Drehungen (54). So bereehne man die Drehung U(tl, t~), welche yon ~ (tl) 
zu ;(t~) ffihrt. Finder die Einwirkung yon aul]en nur in dem Zeit- 
intervall t 1 t~ start, wahrend vor t 1 und nach t~ das System abgesehlossen 
ist, so entnlmm~ man der Matrix U(tl, t~) insbesondere, wie sich die 
Wahrscheinlichkeiten fiir die versehledenen Energiestufen J~t` durch die 
Einwirkung verschoben haben. Darauf bezieht sieh die Untersuchung 
yon M. Born  fiber das Adiabatenprinzip in der Quantenmeehanik*. 

Wenn die Zeit nieht mel]bare GrSl]e, sondern nur nnabhangige 
Variable ist, haben nur solehe Beziehungen konkrete Bedeutung, aus denen 
die Zeit eliminiert ist. Tatbestande yon diesem Charakter sind in der 
Quantenmechanik elnes abgeschlossenen Systems: der Wertevorrat, 
welchen eine gegebene Griil]e durehlaufen kann, und die z e i t l l e h e n  
M i t t e l w e r t e  tier Wahrseheinllchkeiten W(;), mit denen eine gegebene 

* ZS. f. Phys. 40, 167, 1927. 
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Gral]e Werte  in gegebenen Grenzen annimmt. Handelt  es sich um den 

reinen Fal l  
: x~ ~-- c~ e (7,) (c~ > 0, 7~ reell), 

so durchl~uft ; ( t )  nach (56), wenn die Energiestufen nicht speziellen 
llnearen Ra~ionalit~tsbeziehungen gentigen, gleichm~l]ig dich~ das ganze 

durch 
Ixli ----- c v [x~l = c 2 ,  . . . ,  txnt = cn 

definierte GeMlde @ yon n reellen Dimenslonen. In den Ausnahmefallen 
reduziert sieh die Dimensionszahl*. Zur Berechnung der zeitlichen 
Mittelwerte ist fiber dieses gleichmai~ig dicht yon der Zeitkurve erfiillte 
Gebie~ �9 die , ,Zeitgesamtheit", zu integrieren. 

Ich erinnere noeh kurz an die Bezlehung tier Energie and der 

H a m i l t o n s c h e n  Gleichungen zu den kanonischen Yariablen. Ha t  das 
mechanlsehe System einen Frelheitsgrad and ist eine Funktion (42) der 
kanonisehen Variablen ~o, q reprasentiert  durch die Matrix (41), so sind 

0 f  O f  gemi~fi unserer Festsetzung die beiden Ableitungen ~-~ ~ fp, Oq - -  fq 

reprasentiert  durch 
+cr 

F v = i ~ . [ e ( 6 1 J ~  - v Q ) . 6 ~ ( 6 , v ) d 6 d v ,  
- - o o  

= i~fe(~P + , Q ) . ~ ( ~ , , ) ~ d , ,  T~ 

da entsprechende Fourierentwicklungen ftir fp und fq gelten. Wegen (38) 

ergibt die Kommutatorregel  (35), wenn man U(v) wleder infinitesimal 
werden l~13t, die beiden Gleichungen 

_P.e(a.e + ~ Q ) - - e ( ~  + ~Q).P = ~ .e (a I  ~ + ~Q), 

Q. e (~ P + ~,Q) - -  e (a P + ~ Q). Q = - -  o .  e (~ t '  + ~ Q), 
also 

- - F p  = i ( Q F - - F Q ) ,  Fq - ~  i ( P F - - F P ) .  

Das dynamisehe Gesetz (54) lal]t sich daher, wenn f(p, q) die Energie- 
funktlon ist, nach (55) so ~assen: 

d / )  2 ~r d Q 2 ~ . 
d t - -  h Fq , d---t ----- --h-~ " T P " 

Daraus sieht man: wenn a and b zwei reelle Zahlen yore Produkt  h / 2  7r 

sind, reprasentieren a P  and b Q GraSen, welche k a n o n i s c h  slnd in 

* Vgl. H. Weyl ,  Uber die Gleichverteilung von Zahlen rood. Eins, )lath. 
Ann. 77, 313, 1916. 
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dem Sinne ,  daft fiir s ie  die k l a s s i s c h e n  B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  
ge l t en .  Auf diese Weise wlrd in konkreten Beispielen die Bestimmung 
der Energie als Gr(il~e im Gruppengeblet durehgefiihrt. Bei solcher 
Beschreibung kommt das Wirkungsquantum nur  e i n m a l  vor: in dem 
dynamischen Gesetz und nicht in den Vertauschungsrelationen. Sie 
basiert aui der Uberzeugung, dal~ die formalen Beziehtmgen der klassischen 
Physlk als solehe zwisehen den repr~sentlerenden Matrlzen, nieht zwischen 
den angenommenen Werten, bestehen bleiben. 

Will  man den gertigten Mangel des Zeitbegri[fs der alten vor- 
relativistischen Mechanik aufheben, so werden die mel~baren Gr~i]en: 

Zeit t u n d  Energie E, als ein weiteres kanonisch koniugiertes Paar auf- 
treten, wie ~a bereits das Wirkungsprinzip der analytischen Mechanlk 
erkennen lafit; das dynamische Gesetz kommt ganz in FortfaU. Die 
Behandlung eines Elektrons im elektromagnetisehen Felde nach der 
Relativit~itstheorie durch S c h r S d i n g e r  u. a. entspricht bereits dlesem 

Standpunkt *. Eine allgemeine Formullerung liegt noeh nlcht vor. 

w 10. K i n e t i s c h e  E n e r g i c  und C o u l o m b s c h e  K r a f t  in de r  
r e l a t i v i s t i s c h e n  Q u a n t e n m e c h a n i k .  Innerhalb des Schemas, das 
die Zeit nur als unabh~tngige Variable kennt, ist wenigstens eine halb- 
relativistisehe Mechanik miiglich, welche den richtigen Ausdruck fiir die 

kine~ische Energie verwendet, aber die potentielle Energie nach wie vor 
als eine Funktion der Lagekoordinaten, und das heiflt doch genauer: 

ihrer s i m u l t a n e n  Werte, annimmt. Zur Illustration der Theorie behandle 
ieh den Fall  eines oder mehrerer Teilchen, deren Lage durch ihre recht- 

wlnkligen Koordinaten x, y, z gekennzeichnet wird. Der Ausdruck der 
kinetischen Energie in den zugeh~irigen Impulsen u, v, w lautet, wenn m 

die Masse des Teilchens bedeutet u n d c  die Lichtgeschwindigkeit: 

cVm ~c ~ + u  ~ + v  ~ +  w ~ 

Fiir die Durchrechnung ist es zweckmafiig, die Koordina~en und Impulse 

h 
- -  bzw. m c  zu bezlehen; dann des Teilchens aui die Ma~einheiten 2 z m c 

sind sie dimensionslose GrSllen and zugleich mlt der van uns befiir- 
worteten Normlerung der kanonischen Koordinaten in Einklang. Es 
handelt sich darum, die Abbildung oder t t e r m i t e s c h e  Form zu kon- 
struieren, welche dleser GrS]e entspricht im Raume der Funktionen 
~p(x, y, z). Als Musterbeispiel diene der eindimensionale Fall. Es ist 

* Siehe etwa E. Schriidinger, Abhandlungen ~.ur Wellenmechanik, Leipzig 
1927, S. 163, --~ Ann. d. Phys. (4) 81, 133, 1926. 
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die Fourierzerlegung yon ~1-4-u'2 vorzunehmen. Im Sinne friiherer 

Bemerkungen hat man diese Funktion zuniehst etwa dureh 

e -  ~bl ~/1- ~- u 2 (57) 

zu ersetzen mit elnem kleinen posltiven vr und dann ~ gegen 0 konver- 

gieren zu lassen. Setzen wir 

c r  

1 I - ~  e-~uV1 ~-uZe-i~ = G~(a), (58) 

0 

so ist die der GrSl]e (57) korrespondierende Abbildung 

+ : r  + : r  

r  ~s = ~ ~(x - 6) Go (6) d~ = ~ G~(~ - -  ~) ~($)d$, (5~) 
- - o o  - - ~  

die H e r m i t e s c h e  Form der willkiirlichen Funktion ~p(x) lautet:  

Um an der geraden Funktlon G~(a) fiir 6 > 0 den Grenziibergang 

zu a ~ 0 zu vollziehen, schlagen wir in dem Integral, yon dem ~ 6 ,  (6) 

nach (58) der Realtell ist, den Integrationsweg in die negative imaginRre 

ttalbachse hiniiber: u - ~ -  it, indem wir die Singularitat u----  - - i  

nach rechts hin umgehen: 

1 

- - i~e-("- i~ ' t l / - f - - t2dt - - le- ("-~ ' t l /~-- ld t .  (60) 
0 1 

Im Limes ftir g ---~ 0 ist der Realteil also 

a (6) = i j" - - - -  e - " ' ~ t  i - l d t  (~>0). 
1 

Daraus liest man sofort ab, dal~ 

1 --a(6)__~a ~ /"(6)  

ist, wo iV' fiir 6 ~ 0 nur noch logarithmisch unendlich wird. In  (59) 

maeht der Grenziibergang zu cr ~ 0 an dem F-Teil keine Schwierigkelt. 
In  (60) ist der erste Summand bei ~ -p i a ~ 0 regulir, der zweite h ing t  

eng mit derjenigen H a n k e l s e h e n  Zylinderfunktion erster 0rdnung H 
zusammen, die mit positiv waehsendem a exponentiell zu 0 geht;  er ist 
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ni~mlich - -  H ( ~  -~ ir Darum ist bis aul einen additiv hinzutretenden 

Tefl, der an der kritisehen Stelle ~ + i a ~ 0 nur logarithmiseh un- 

endlleh wird, 
1 1 

~ (~) ~ _ _ 
(~  - -  i ~ )  ~ 

So kommt als Reprasentatioa der kinetisehen Energie die Operation 

~p (x) ~ ~,' (x) --~ •* (x) + j" F ( x  - -  ~) ~, ($) d $, (61) 

(der Einfachheit halber ist ~ reell angenommen). Der Grenziibergang ist 

so zu verstehen, daft z komplex ~-- x ~- i y ist mit positivem Imaginar- 

tell y und y zu 0 strebt. Das in der letzten Glelehung hinter dem 

Zeichen ~ stehende Integral ist das i-faehe der Ableitung derienigen 
analytisehen Ftmktion in der oberen Halbebene y ~ 0, deren Realteil Ib 
aut der reellen Aehse mit unserem ~p(x) zusammenfallt. - - r  ist 

d e  
demnach die naeh tier inneren 1Normale n genommene Ableitung d n 

dieser Potentialfunktion am Rande. Da das fiber den Rand erstreckte 
d ~  

Integral yon - - C d n n  nichts anderes ist als das D i r i e h l e t s c h e  Integral 

D (~) fiber die obere Halbebene, haben wir schllel~lieh als die der Gr(iBe 

~/1 ~- u ~ zugehiirige H e r m i t e s e h e  Form : 

+: r  

S ( , )  + I - -  d �9 d 
- - o o  

Wenn es sich um ein einzelnes Teilchen handelt und eine (in der Einheit 
mc ~ gemessene) potentielle Energie V(x)  da ist, besteht das Eigenwert- 
problem darin, 

zum Extremum zu machen unter der Nebenbedingung ~ ~ d x  ~ 1. Die 

Extremalwerte ~t sind die Energiestufen. 
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Es ist klar, dal] die Operation (61), wenn sie zweimal ausgefiihrt 

wird, zu derienigen fiihren mu~, die 1 + u 2 korrespondiert,  d . i .  zu 

d2~O ~)eshalb kann die Schwlngungsgleiehung fiir das einzelne , ( x ~ +  ~ �9 , 

Teilchen auch in der Form ether gew~ihnllchen Differentlalgleiehung 
angeschrieben werden : 

d2~p 
dx  ~ + , ( x )  = (Z - -  V(x)) ~ r  

Aber hier t r i t t  der Eigenwertparameter  ~ nieht mehr in linearer Weise 

auf, und die Hfi]fte der Eigenwerte sind falsehe. Auf solchem Wege 
gelang es S c h r S d i n g e r  und P. E p s t e i n ,  die Energiestufen und Eigen- 
funktionen des Wasserstoffafoms re]ativistisch zu berechnen*. Wenn 

abet mehrere Tei]ehen im Spiel sind, ist es unm~iglleh, durch I terat ion 
zu Differentialgleichungen zu gelangen. 

Wenn die wlrkenden Krafte  C o u l o m b s c h e  K r ~ f t e  sind, die yon 
einem festen Kern ausgehen, ist es zweckmal]ig, die Komponenten cp der 
reinen F~lle im Hauptachsensystem der ]mpulskomponenten zu benutzen. 
Die kinetische Energie ist dann elnfaeh reprasentier~ durch die Multi- 

plikation 
~p --~ ~p' : ~p' (u, v, w) z )/1 + s2 . ~p (u, v, w) 

(s ~ = u ~ + v ~ + w~). 

Es gilt, die repri~sentierende H e r m i t e s c h e  Form tfir das Potential  1 / r  
(r ~ _____ x ~ + y2 + z ~) zu finden. Aus Konvergenzgriinden werde l i t  

e--lr 
zun~chst ersetzt d u r c h - - ,  wo 1 eine kleine positive Konstante ist. 

r 
Ftir das In tegra l  in der Fourierzerlegung dieser Funktlon 

+ ~  

e-~(~x + ~Y+ rz) d x d y  d z  
( 2 ~ )  ~" r 

finder man leicht dutch Einfiihrung yon Polarkoordinaten 

4 z  
z ~ + o ~ (o ~ ~ ~ + ~ + ~ ) .  

* E. SchrSd inge r ,  Abhandlungen zur Wellenmechanik, 1927, S. 164, --~ Ann. 
d. Phys. (4) 81, 134, 1926. P .S .  Eps t e in ,  Two Remarks on SchrSdinger's 
Quantum Theory, Proc. Amer. Nat. Acad. 13, 94, 1927. 
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Die gesuehte Abbildung ist also diejenige, welche ~ (u, v, w) verwandelt in 
+oo 

111 S p ~ ( u , v , w ) - -  2 ~  ~ c p ( u + u , v + ~ , w + ~ )  d a d ~ d 7  
6 a 

- -  o c  

+oo 

= (u - -  ~)' + (v - -  #) '  + (w - -  r)  ~ 

o o  

2 i M o (  vp ) d cl. 

0 

In der letz~en Gestalt bedeutet Ma(cp) den Mittelwert der Funktion r 

auf der Kugel vom Radius 6 um den Punkt (u, v, w) im Impulsraum. 
Behilt  man l zunichst noeh bei, so tr i t t  im Ausdruek (62) der Summand 1 ~ 

im Nenner hinzu. Die Funktion, die sich so ergibt, ist im vierdimen- 
sionalen Raum mit den Koordinaten u, v,w, l diejenlge Potentialfunktion F, 

welche aus der Massenbelegung der ,Ebene" ~ ~ 0 mit der Dichte q~ 
entsteht, pep sind ihre Werte au[ der belegten Ebene. Da offenbar 

+ z o  

r~or~o - -  r , ,  

ist, wo 1, 2, 0 ----- (~flT) drei Plmkte im Impulsraum bedeuten und rio , 
r~o , rj2 ihre gegenseitigen Abstinde, liefert die Wiederholung p2 yon P 
den Proze~, der im dreidimensionMen Impulsraum 9~ iiberftihrt in die 
durch die Raumbelegung r erzeugte Potenfialfunktion q~. Es gilt  be- 
kanntlich 

O ~ ~ 0 2 @ a 2 

c) u2 + -g-~v ~ + c) w ~ - -  r 

Man wird nach Kugelfunktionen zerspalten. Benutzt man die oben 
erw~hnte vierdimensionale harmonische Funktion F u n d  macht den Ansatz 

F =  L , .  F(s,  Z), 

in welchem Y= eine nur yon der Richtung u : v : w  abhingige Kugel- 
tunktion n-ter 0rdnung sein soll, so geniigt im oberen Halbraum /~ > 0 
der nur yon s u n d /  abhingige Faktor  F der Gleichung 

0 OF' 2 O~F- 

und die Operation p bedeutet den Ubergang yon den Randwerten ihrer 
normalen Ableitun.g zu ~hren eigenen Randwerten. Vielleieht ist es 
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bequemer, statt F(s ,  ~) die Funktion s F ( s ,  l) ~ F *  (s, l) zu beuutzen. Fiir 
sie lantet die Differentialgleichung 

0sF  * c)2F * __  n ( n  ~ 1) 
O s ~ -{- c) Z~ s ~ F*" 

F* ist eine Funktion in der oberon Halfte l ~ 0 einer (s, l)-Ebene, welche 
bei Spiegelung an der 7-Achse ungerade ist. - -  Indem man in (62) den 
Faktor i /R ~, 

R ~ ~ -  ( u  - -  a )  ~ + (v - -  ~ ) ~  + ( w  - -  r )  ~ : s ~ + ~o. _ 2 s ~ co~  a ,  

nach Kugelfunktionen Pn(COS~) entwickelt: 

1 1 
o o  

n ~  = (2 n 4- 1) L~. 1~ (cos ~), R 2 4 s ~  =0 ' 

erhalt man, wenn analog 
cp ~ Y,~ . s ~ *  (s)  

angesetzt wird, als Ausdruek der Operation p an solchen Funktionen die 
Formel r  

0 
+1 

L~ (t) _-- f 2% (x) d x 
t - - x  

- - 1  

Wenn das EinkSrperproblem vorliegt, wird man, auf die Gefahr bin, 
eine Serie falseher Eigenwerte einzuschmuggeln, p iterieren und dadureh 
zu einer reinen Di[ferentialg]eichung kommen. Fiir das nichtrelutivistische 
Wasserstoffatom sind die Eigenfunktionen vfln(u, v, w), die durch die 
Fou r i e r sche  Transformation aus den SchrSd ingersehen  Eigentunk- 
tionen ~pn (x, y, z), den Laguer re schen  Polynomen, hervorgehen, in 
meiner Dissertation angegeben*. Sie kSnnen aueh sehr sehiin direkt anf 
dem hier skizzierten Wege gewonnen werden. Im MehrkSrperproblem 
versagt die Iterationsmethode. 

C o u l o m b s e h e  K r ~ f t e  z w i s c h e n  m e h r e r e n  b e w e g l i c h e n  
Te i l e he n .  Dem reziproken Abstand 1/rl~ zweier Teilchen 1 und 2 
ea~spricht im Gebiet der I_mpulgfunktionen eft(u1, vl, w~.; u~, v~, w~), wie 
man auI die gleiche Weise erkennt, die Abbildung 

- - ~  d(z d fl d ~  

�9 Math. Ann. 66, 307--309, 317--324, 1908. 
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Die Bezeichnung soll natSrlieh nicht ausschliel]en, dal~ r aueh yon den 

Impu]sen der iibrigen Teilchen abh~ngt, diese werden aber yon der Trans- 

formation nicht mit betrof[en. 

M a t h e m a t i s c h e r  A n h a n g .  

B e w e i s  des S a t z e s  y o n  tier t t a u p t a e h s e n t r a n s f o r m a t i o n  

e i n e r  u n i t a r e n  A b b i l d u n g .  Ist  die unitare Abbildung A = I]a~ktl 

gegeben, so bestimmen wir elnen Vektor ~ =r 0, der dutch A in ein 

Multiplum yon sich selber iibergeht: 

A ~ e2" oder ~ a i k x i ~ -  e x k .  (63) 
i : l  

Wahlen wlr ~ als eine Wurzel der Sakulargleichung 

d e t ( e l - - A )  ~--- 0, 

so existiert tatsachlieh ein derartiger Vektor ~ ~ e 1. Indem wir selnen 

Betrag zu 1 normieren, erganzen wir ihn durch weitere n - - 1  Vek- 

toren e2, ..., e~ zu einem normalen Koordinatensystem. Da in ihm die 

Gleichungen (63) fi]r el, d . i .  far x 1 ~  1, x ~ - - - 0 ,  ..., x n = 0  erffillt 

sind, ist jetzt 

a l l  ~ ~ a 1 2  ~ . . .  ~ - -  a l n  ~ -  O.  

Die Quadratsumme der absoluten Betrage der ersten Koeffizientenzeile 

in A mu~ 1 sein, durum ist l el = 1. Abet  auch die absolute Quadrat- 
summe der Glieder, welche in der ersten Spalte stehen, ist ~ 1, und 

das liefert 
. . . .  

Das ist tier entscheidende Schlul]. Die Matrix A zerf~ll~ nunmehr in 

der aus dem Schema ersichtlichen Weise: 

e 0 0 . . . 0  

0 a22 a ~  �9 . �9 a2n  

0 a3~ as~ . . . a3n  

0 a n 2  (~n3  �9 �9 " a n n  

Durch Induktion in bezng auf die Dimensionszahl n ist damit der Beweis 

vollendet. 
Liegt die unit~re i bb i l dung  A in der Normalform vor, mit den 

Termen ai in der Hauptdiagonale, so geniigen der Gleichung (63) offenbar 

alle und nut  dieienigen Vektoren, welehe sieh aus Grundvektoren er zu- 
sammensetzen, fiir die a i = e ist. Daraus geht hervor, dal3 die v e r -  

�9 ~ tt s e h i e d e n e n  Elgenwerte a', a , . . .  mit ihrer Vielfachheit und die zu- 
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gehtirigen Teilri~ume ~ (a'),  ~R (a") ,  . . ,  yon denen in w 1 die Rede war, 

eindeutig dutch A bestimmt sind. 

W e n n  A : ]l aikN , .B : 11 bikH v e r t a u ~ c h b a r e  u n i t ~ r e  M a t r l z e n  
s ind ,  l a s s e n  sie s i ch  s i m u l t a n  auf  H U u p t a e h s e n  t r a a s f o r m i e r e n .  
Beweis: A kann sogleieh in der Normalform angenommen werden, in 
welcher nur Glieder ai in der Hauptdiagonale auftreten. Die Vertauseh- 

barkeitsforderung besagt 

(a~ - -  ak) b~k ~--- 0. (64) 

Wir teilen die Indizes in Klassen, indem i und k in dieselbe Klasse 

kommen, wenn a i ~ a k ist. Die Gleichung (64) zeigr dal~ blk ~ 0 ist, 
wenn die Indizes i und k verschiedenen Klassen angehtiren; d. h. B zerfMlt 

in der gleichen Weise in Teilmatrizen: B', B", ..., die sich l~ngs der 
ttauptdiagonale aneinanderreihen, wie sich die a i in Klassen unter- 

einander gleicher aufteilen: a', a",  . . .  Die Abbildnng B laBt die zu den 

Eigenwerten a'i a", ... gehSrigen Teilr~ume ~ ( a ' ) ,  ~R(a") ,  . . .  einze]n 
invariant. Die Normalform von A wird nieht zersti~rt, wean die Variablen, 
welehe der gleichen Klasse angehSren, untereinander unitar transformiert 
werden. Durch geeignete Wahl dieser einzelnen nnit~ren Transforma- 
~ionen in den R~umen ~(a ' ) ,  ~(a") ,  ... kSnnen aber B', B", ... auf die 
Normalform gebracht werden. - -  Das Verfahren ist ohne weiteres auf 
irgend eine kommutative Gesamtheit yon unit~ren Matrizen zu iiber- 

tragen. 

Der Satz yon der ttauptaehsentransformation der t t e rmi t e sehen  

Formen ist ein Grenzfall des soeben bewiesenen, kann aber aueh naeh 
der gleichen Methode direkt abgeleitet werden. Der Sehlul] yon 

a12 ~ "'" -~-  a l  n ----- 0 a u f  a2i  ~ . . .  ~ an1 ~ 0 

geschieht hier vermSge der Symmetriebedlngung ak i  ~ a, ik. 

B e w e i s  des  S a t z e s ,  da]~ e ine  u n i t a r e  A b b i l d u n g  A n o t -  
w e n d i g  ~ -  e l  i s t ,  w e n n  sie m i t  a l l en  u n i t a r e n  A b b i l d u n g e n  

e lnes  g e g e b e n e n  i r r e d u z i b l e n  S y s t e m s  U v e r t a u s e h b a r  ist.  
Man fiihre das~enige normale Koordinatensystem ein, in welehem A mit 
den Eigenwerten ai zur Diagonalmatrix wird. Sind nieht a l l e a  einander 
gleich, so zerfallen die samthehen Matrizen U der vorgegebenen Gesamt- 
heir in der gleichen Weise, wie die ai in Klassen untereinander gleicher 
zerfallen; A bewirkt dann einen simultanen Zerfall aller Matrizen des 
Systems 11. 
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D e n  S a t z  i iber  d ie  l i n e a r c  T r a n s f o r m a t i o n  e i n e r  n i c h t -  

a u s g e a r t e t e n  s c h i e f s y m m e t r i s c h e n  r e e l l e n  B i l i n e a r f o r m  

f 

c~kx~yk (ck~ = - - c ~ )  (65) 
i , k = l  

beweis~ man so. Man fasse das einze]ne Zahlsystem (xl ,  x2, . . . ,  x f )  als 
elnen Vektor ~ auf und bezclchne (65) als das schieie Produkt  [~ 0] der 

belden Vektoren ~ und 0 ~ (Yi)- Man wahle einen Vektor e I ~ 0~ Nach 
Voraussetzung ist [el ~'] nicht identiseh in ~ gleich 0; ich kann also einen 

zweiten Vektor e3 so linden, da~ [el e2] = 1 ist. Die simultan zu er- 
fiillenden Gleichungen 

haben mindestens f - - 2  linear unabhiingige Liisungen es, ..., el. Auch 

zwisehen ihnen und el, e2 findet keine lineare Relation start. Denn ist 

= & e~ + & r + & e~ + . . .  + ~r er = o, 

so folgt durch Bildung der beiden schie~cn Produkte [e~] = ~ ,  

e ~ ]  = - - ~ ,  daft ~1 = ~ = 0 wird. Man kann also e~, e2, ..., ef als 

Koordinatensystem, als Vektorenbasis verwenden. In  den darauf beziig- 

lichen Komponenten ~i, ~ der beiden Vektoren ~ und O laute das schlefe 

Produkt  
f 

Gemal] der Bestimmung der Grundvektoren gilt fiir die Koeffizienten 

yi~ : [r162 

~11 ~--- 0, 71~ = 1; ~13 = 0, ..., 71f = 0, 

721 = - -  1, ~22 = 0; ~2~ = 0, ..., ~2f = 0. 

Wegen tier sehiefen Symm~trle sind infolgedessen aueh alle ~i~, y~2 

mit i = 3, ..., f gleich 0; und die Matrix der ~'ik zeff~llt in das zwei- 

reihige Quadrat __ 0 .  und eine (f - -  2)- dimensionale schiefsym- 

metrisehe Matrix. Durch Induktlon in bezug auf die Dimensionszahl t 

ergibt sich der behauptete Satz. 


